
Appendice C

Alcune nozioni sul
metodo degli elementi finiti

Il metodo degli elementi finiti (MEF) è una tecnica per la discretizzazione nello spazio di

problemi continui. Di seguito se ne esporranno, senza pretesa alcuna di generalità o

completezza, i soli concetti necessari alla comprensione del Cap. 5, mentre per maggiori

informazioni si rimanda, tra i numerosissimi testi esistenti in letteratura, a Zienckiewicz e

Taylor [91]. In particolare si farà riferimento alla formulazione agli spostamenti del MEF.

C.1 Modello cinematico

Il punto di partenza è la suddivisione del sistema continuo oggetto di studio in un numero

finito di sottosistemi, detti elementi finiti , organizzati in un reticolo (o mesh) i cui spostamenti

nodali sono assunti quali i ncognite del problema. Come si vedrà tra breve, ciò permette di

esprimere, in termini approssimati, tutti i campi delle altre grandezze coinvolte.

Si raccolgano gli spostamenti Uj dei nodi di un elemento finito in un vettore U, detto

vettore degli spostamenti nodali dell ’elemento finito:
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Si definiscano poi delle funzioni del punto Ψij x1 6 , dette funzioni di forma, le quali siano

contenute in una apposita matrice ΨΨ x1 6 , detta matrice delle funzioni di forma dell ’elemento

finito:
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La matrice nella (C.2) ha tante righe quante sono le dimensioni del continuo (3 nel caso

generale di continui 3-D) e tante colonne quanti sono gli spostamenti nodali (n).

Ciò stante si definisce un campo di spostamenti u x1 6  dato dal prodotto della matrice delle

funzioni di forma per il vettore degli spostamenti nodali:

u x x U1 6 1 6:= ⋅ΨΨ (C.3)

che per esteso si scrive
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Si comprende dunque che il ruolo delle funzioni di forma è quello di funzioni

interpolatrici, mentre quello degli spostamenti nodali è di parametri interpolatori che

ampli ficano le funzioni di forma. Le equazioni di congruenza permettono di esprimere il

campo delle deformazioni in funzione di quello degli spostamenti e, quindi, in funzione degli

spostamenti nodali:

εε ΨΨx u x x U B x U1 6 1 6 1 6 1 6= = ⋅ = ⋅C C (C.5)

La matrice B nella (C.5) contiene le derivate delle funzioni di forma ed ha sei righe (nel caso

di continui 3-D, in cui vi sono sei componenti nel tensore delle deformazioni, essendo

quest’ultimo scritto nella forma di vettore) e tante colonne quanti sono gli spostamenti nodali .
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Tale matrice verrà nel seguito detta matrice di congruenza dell ’elemento finito e per esteso si

scrive
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Quanto detto finora si riferisce ad un singolo elemento finito ed è suff iciente a descriverne

la cinematica in quanto sottosistema isolato dagli altri elementi finiti costituenti il sistema

oggetto di studio. L’ imposizione dei vincoli di congruenza interna al sistema, ovvero il

passaggio da un insieme di sottosistemi tra loro disarticolati ad un aggregato congruente di

elementi finiti avviene mediante la cosiddetta tecnica di assemblaggio, consistente nel

raggruppare ordinatamente gli spostamenti nodali dell ’ intera mesh in unico vettore, detto

vettore degli spostamenti nodali del sistema, le funzioni di forma in un’unica matrice, detta

matrice delle funzioni di forma del sistema, e nel ricavare conseguentemente la matrice di

congruenza del sistema. Per brevità, nel seguito della trattazione ci si riferirà alle matrici ed ai

vettori di cui sopra con gli stessi simboli utili zzati per le controparti definite a livello del

singolo elemento finito, essendo peraltro evidente dal contesto a quale delle due realtà,

elemento finito o aggregato di elementi finiti , ci si riferisca.

Il risultato che consegue all ’assemblaggio è un modello cinematico discreto per l’ intero

sistema ed il campo di spostamenti da esso definito viene assunto quale campo di spostamenti

del sistema discretizzato, in sostituzione del campo effettivo che governa la cinematica del

sistema continuo. Poiché il campo di spostamenti del sistema discretizzato dipende solamente

da un numero discreto di parametri (gli spostamenti nodali ), la cinematica che ne risulta è

meno “ ricca” di quella del sistema continuo, nel senso che è disponibile una quantità minore

di possibili regimi deformativi, ed il sistema discretizzato è più rigido di quello continuo, dal
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momento che alcuni modi deformativi, in quanto assenti, risultano essere impediti dal

modello cinematico utili zzato.

Il legame costitutivo permette poi di esprimere anche gli sforzi in funzione degli

spostamenti nodali . L’equili brio viene imposto stazionarizzando un apposito funzionale, la cui

estremalità caratterizza la soluzione del problema in termini variazionali , ovvero mediante il

ricorso all ’identità dei lavori virtuali . Poiché ciò non serve per sviluppare gli algoritmi del

Cap. 5, che sono basati sul metodo cinematico e pertanto non fanno ricorso a grandezze

statiche, non si dirà oltre. Si noti tuttavia che l’approssimazione del metodo ricade

sull ’equili brio e non sulla congruenza, le cui equazioni sono state imposte esattamente tramite

la (C.5).

Un ultima osservazione è dedicata alle condizioni al contorno di tipo cinematico, le quali si

traducono in vincoli di natura algebrica sugli spostamenti nodali dell ’aggregato di elementi

finiti che possono essere imposti in modo differente a seconda della natura particolare del

problema da risolvere†. Si noti che, trascurando le suddette condizioni al contorno

cinematiche, il sistema discretizzato risulterebbe labile, in quanto non vincolato esternamente

all ’ambiente‡ e pertanto passibile di moti rigidi.

C.2 Elementi finiti isoparametrici

Per avere a disposizione delle ampie librerie di elementi finiti , così da poter discretizzare

sistemi dalle geometrie complesse o particolari, anziché definire molti elementi finiti , è utile

definirne relativamente pochi tipi ed ottenerne altri da questi, mediante una opportuna

trasformazione.

Precisamente, si definiscono un elemento finito “genitore” (o master element) e le relative

funzioni di forma Ψij ξ ξ ξ1 2 3, ,1 6 , le quali sono funzioni delle variabili ξ1,ξ2,ξ3 , dette

coordinate intrinseche. Quindi si stabili sce una corrispondenza M, o mapping, tra i punti del

master element ed i punti di un generico elemento “ figlio” (o slave element), da esso dedotto e

che verrà effettivamente utili zzato per la discretizzazione del sistema:

                                                
† Si rimanda al Cap. 5 per la descrizione della tecnica utili zzata nel caso degli algoritmi ivi sviluppati.
‡ Si intende con ambiente tutto ciò che non fa parte del sistema.
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M x x x: ( , , ) ( , , )ξ ξ ξ1 2 3 1 2 3→ (C.7)

Nel caso di elementi finiti i soparametrici ciò avviene facendo uso delle funzioni di forma del

master element, ottenendo

x Xξξ ΨΨ ξξ1 6 1 6:= ⋅ (C.8)

dove a secondo membro compaiono, in maiuscolo, le coordinate dei nodi dello slave element.

Scritta per esteso, la precedente equivale a
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Il campo di spostamenti dello slave element è dedotto dalla (C.8) sostituendo le coordinate

nodali con gli spostamenti nodali di quest’ultimo:

u x x Uξξ ΨΨ ξξ1 62 7 1 62 7= ⋅ (C.10)

Per poter calcolare le matrici di congruenza (e quindi le deformazioni) dello slave element

è necessario derivare le funzioni di forma, che sono funzioni delle variabili ξ1,ξ2,ξ3 (le quali

descrivono lo spazio in cui è definito il master element), rispetto alle variabili x1,x2,x3 (le quali

descrivono lo spazio in cui è definito lo slave element). Si noti al riguardo che, mentre è

facile, tramite le (C.9), esprimere le seconde in funzione delle prime, cioè x = x (ξξ), sarebbe

tuttavia oltremodo diff icile esprimere la corrispondenza inversa, cioè quella che esprime le

prime in funzione delle seconde, ovvero ξξ = ξξ (x). Si può comunque superare la diff icoltà con

il seguente espediente. Considerata la generica funzione di forma Ψk e derivatala rispetto alle

variabili ξ1,ξ2,ξ3, si ottiene:
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ovvero, in termini matriciali
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Si ponga
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La matrice J è detta matrice jacobiana e risulta essere funzione del punto. Invertendo le (C.12)

è finalmente possibile determinare le derivate della generica funzione di forma, rispetto alle

variabili  x1,x2,x3 in funzione delle derivate della medesima funzione di forma rispetto alle

variabili ξ1,ξ2,ξ3 (le quali sono facilmente determinabili analiti camente):
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Naturalmente, aff inché sia possibile l’inversione della matrice jacobiana, essa deve essere non

singolare, ovvero, definito il determinante jacobiano J (detto semplicemente lo jacobiano)

della trasformazione (C.9):
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deve essere

J ≠ 0 (C.16)

C.3 Tecnica di integrazione di Gauss-Legendre

Si presenta spesso nelle applicazioni la necessità di integrare funzioni, operazione che,

sebbene possa spesso essere condotta anche analiti camente, è solitamente effettuata

numericamente, con una delle numerose tecniche di quadratura disponibili . Di uso frequente è

la tecnica di integrazione di Gauss-Legendre, la quale verrà usata anche nel Cap. 5.

Per comprenderne il funzionamento si consideri in primo luogo il dominio

monodimensionale [-1,-1] e si supponga di dovere integrare su di esso la funzione f(ξ).

Utili zzando la tecnica di Gauss-Legendre tale integrale è approssimato dalla sommatoria dei

valori della funzione, calcolata in opportuni punti ξi appartenenti a [-1,1], detti punti di Gauss,

moltiplicati per opportuni coeff icienti ρi, detti pesi di Gauss:

f d f f fi i
i I

ξ ξ ρ ξ ρ ξ ρ ξ1 6 1 6 1 6 1 6
−

+

∈
I ∑≅ = + +
1

1

1 1 2 2 � (C.17)

Il numero dei punti di Gauss dipende dalla precisione che si desidera ottenere: precisamente la

(C.17) integra esattamente un polinomio di grado 2G-1, essendo G il numero dei punti di

Gauss (raccolti nell’insieme I). Definito il polinomio interpolatore di Legendre di grado G

come
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i punti di Gauss sono gli zeri di LG:

ξ ξi G iL| 1 6 = 0 (C.19)

Definito per ogni punto di Gauss ξi un polinomio interpolatore
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il corrispondente peso di Gauss ρi è l’integrale di quest’ultimo sul dominio [-1,1]:

ρ ξ ξi i
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(C.21)

Si consideri ora il dominio bidimensionale [-1,1]×[-1,1]. Applicando due volte la (C.17) ed

utili zzando ogni volta lo stesso numero di punti di Gauss (questa è la norma, sebbene non sia

necessario), si ottiene

f d d f d fi i
i I

i j i j
j Ii I

ξ ξ ξ ξ ρ ξ ξ ξ ρ ρ ξ ξ1 2 1 2

1

1

1

1

1 1 2 2

1

1

1 2 1 2

1 21

, , ,1 6 1 6 3 8
−

+

−

+

∈−

+

∈∈
II ∑I ∑∑≅

�

!
 

"

$
# = (C.22)

E’ poi immediata la generalizzazione della (C.22) a domini di dimensione ancora maggiore.

Esistono inoltre generalizzazioni a domini di integrazione di forma diversa da quella quadrata,

per esempio triangolare, che permettono di applicare la tecnica di Gauss-Legendre anche ad

altri elementi finiti .

Allo scopo di snelli re la notazione e di renderla espressiva anche di un caso generico, di

seguito si raccoglieranno tutti i punti di Gauss in un unico insieme I (pari al prodotto

cartesiano di I1 e I2, nell ’esempio a cui si riferisce la (C.22)) e si indicherà con ρi il peso

corrispondente all ’ i-esimo punto di Gauss ξξi, sostituendo con questa espressione il prodotto di

tutti i pesi corrispondenti alle coordinate di ξξi. La (C.22) si scriverà pertanto
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Per quanto riguarda la famiglia di elementi finiti i soparametrici che ha come master

element quello quadrato definito sul dominio [-1,1]×[-1,1], una semplice sostituzione delle

variabili di integrazione permette ricondursi ad una integrazione su quest’ultimo dominio:
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ovvero
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Quindi, applicando la (C.23)
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avendo indicato sinteticamente con un apice la valutazione delle funzioni nel punto di Gauss

corrispondente.


