
Appendice A

Nozioni di analisi convessa
e di ottimizzazione matematica

A.1 Analisi convessa

Di seguito si espongono sinteticamente le nozioni fondamentali di analisi convessa che

sono state utili zzate nella tesi. Per maggiori informazioni si rimanda ai numerosi testi

disponibili i n letteratura, tra cui Fiacco e McCormick [32], Panagiotopoulos [63] e

Rockafeller [78], da cui si è attinto nella stesura del presente paragrafo.

A.1.1 Insiemi convessi

A.1.1.1 Generali tà

Dato un insieme K di uno spazio X, K è detto essere convesso se e solo se

x x x x x= + − ∈ ∀ ∈ ∀ ∈ ∀ ∈λ λ λ1 2 1 21 01( ) , , [ , ]K K K (A.1)

La condizione sopra enunciata afferma che K è convesso se e solo se ad esso appartengono

tutti i punti del segmento avente per estremi due elementi generici di K (v. Fig. A.1). Si noti
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che la condizione di convessità (A.1) coincide con quella di connessione per segmenti e che il

punto x definito nella (A.1) rappresenta il più generale elemento di K, qualora quest’ultimo sia

convesso. Per convenzione l’ insieme vuoto ∅ è convesso.

Dato un insieme non vuoto K di X, si dice chiusura convessa di K l’ intersezione di tutti i

sottoinsiemi convessi di X che contengono K. Se K è chiuso e convesso, allora coincide con la

sua chiusura convessa. Frequentemente in letteratura ci si riferisce alla chiusura convessa di

un insieme mediante il corrispondente termine inglese, ovvero convex hull .

                       (a)                                                 (b)                                          (c)

Fig. A.1  Un insieme convesso (a), un insieme non convesso (b) e la chiusura convessa di quest’ultimo (c)

A.1.1.2 Iperpoliedri

Un iperpoliedro Π è l’ intersezione (eventualmente vuota) di un numero finito di semi-

iperpiani chiusi, ovvero

Π : | ( ,..., )= ≤ =x a xi
T

ib i N1< A (A.2)

In base alla definizione data, un iperpoliedro è l’insieme (eventualmente vuoto) dei punti

che soddisfano un insieme di N disequazioni li neari. Riscrivendo in forma matriciale i vincoli

della (A.2), si ha:

Π : |= ≤x Ax b; @ (A.3)

essendo
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                       x
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In quanto intersezione di un numero finito di insiemi chiusi, un iperpoliedro è pure un

insieme chiuso; inoltre, essendo un semi-iperpiano un insieme convesso, un iperpoliedro, in

quanto intersezione di un numero finito di insiemi convessi, è pure un insieme convesso. Si fa

presente che esistono molte altre definizioni, diverse da quella utili zzata in questo contesto, le

quali associano il termine di (iper)poliedro ad insiemi di punti di natura in generale diversa

dall ’intersezione di semi-iperpiani, non includendo , in particolare, la convessità.

Dati m elementi xk (k=1,...,m), una combinazione x di questi ultimi che sia rispettosa delle

condizioni

x x= = ≥ ∀ =
= =

∑ ∑µ µ µk
k

m

k k
k

m

k k m
1 1

1 0 1,..., (A.5)

è detta essere una combinazione convessa degli xk. Un iperpoliedro è il l uogo delle

combinazioni convesse dei suoi vertici. Vale infatti il seguente

TEOREMA  A.1

Sia Π un iperpoliedro di uno spazio X; Π abbia m vertici xk (k=1,...,m). Dato un elemento

x di X, x appartiene a Π se, e solo se, è una combinazione convessa degli m vertici xk,.

Dimostrazione

Si noti in primo luogo che, essendo Π un dominio convesso, esso coincide con la sua

chiusura convessa, la quale, essendo Π iperpoliedrico, coincide con la chiusura convessa

dell ’insieme (discreto) degli m vertici xk. Ordinati in modo qualsiasi gli m vertici xk ed

indicata con Ch la chiusura convessa dell ’insieme costituito dai primi h vertici di Π, il teorema

può essere pertanto equivalentemente riformulato nel seguente modo
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Dimostrazione della necessità della condizione

Si deve dimostrare che, se x appartiene a Π, allora è una combinazione convessa dei suoi

vertici. La dimostrazione procede per induzione matematica sul numero m di vertici di Π.

BASE DELL’I NDUZIONE Qualora m=1, Π si riduce al solo punto x1 ed è pertanto ovvio che

se x∈C1, allora x=x1 e µ1=1>0

PASSO DELL’I NDUZIONE Si assuma per ipotesi induttiva che, dato un generico dominio

iperpoliedrico con m-1 vertici, valga la seguente condizione
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Si consideri poi un generico dominio Π iperpoliedrico avente m vertici e sia y un generico

punto appartenente a Cm-1, chiusura convessa dell ’insieme dei primi m-1 vertici di Π. Sia ora x

un generico punto appartenente al segmento avente per estremi y e xm:

x y x= + − ∈α α α( ) [ , ]1 01m (A.8)

Poiché y∈Cm-1 ⊆ Cm, xm ∈ Cm e per la convessità di Cm, x∈Cm. Data la generalità di y ed α, x

rappresenta il più generale punto appartenente a Cm. Posto

µ
αλ

αk
k k m

k m
:

( ,..., )

( )
=

≥ = −
− ≥ =

%
&
'

0 1 1

1 0
(A.9)

si ottiene

x y x x x x= + − = + − =
=

−

=
∑ ∑α α α λ α µ( ) ( )1 1

1

1

1
m k k

k

m

m k k
k

m

(A.10)

Si ha inoltre
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ciò che completa la dimostrazione del passo dell ’induzione, ovvero
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Dimostrazione della sufficienza della condizione

Si deve dimostrare che, se x è una combinazione convessa dei vertici di Π, allora

appartiene ad esso. Gli m vertici xk∈Π; si ha quindi Axk≤b (k=1,...,m). Poiché µk ≥ 0

(k=1,...,m), risulta pure µk Axk≤µkb (k=1,...,m). Ne consegue che

Ax A x Ax b b b= = ≤ = ⋅ =
= = =

∑ ∑ ∑µ µ µk k
k

m

k k
k

m

k
k

m

1 1 1

1 (A.13)

ciò che dimostra la tesi.  [Q.E.D.]

Si noti che nel caso m=2 il teorema viene a coincidere con la definizione di convessità di

un segmento.

A.1.1.3 Operatori lineari su domini iperpoliedrici convessi

TEOREMA  A.2

Sia dato un operatore lineare M che trasforma elementi x di uno spazio X in elementi y di uno

spazio Y, ovvero

M X Y: → (A.14)

M Mk k
k

m

k k
k

m

µ µx x
= =

∑ ∑�
��

�
�� =

1 1

( ) (A.15)

e siano dom(M) ed cod(M), rispettivamente, il dominio ed il codominio di M. Sia dato un

dominio iperpoliedrico X*⊂ dom(M) e sia Y* il trasformato di X*, ovvero l’insieme dei
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trasformati degli elementi di X*. Ovviamente Y*⊆ cod(M) e per ogni elemento y* di Y* esiste

almeno un elemento (a priori potrebbero esservene anche più di uno) x* di X* il cui

trasformato è y*, ovvero

∀ ∈ ∃ ∈ =y x x y* *, * * | ( * ) *Y X M (A.16)

Ciò stante, anche Y* è un iperpoliedro i cui vertici sono i trasformati dei vertici di X*.

Dimostrazione

Sia x*  un generico elemento di X*  e sia y*  il trasformato di x*  mediante M. Data la

genericità di x* , y*  rappresenta il più generale elemento di Y* . Poiché x*∈X* , per il teorema

A.1, esso risulta essere una combinazione convessa dei vertici xk di X* , ovvero

x x* ( ,..., )= = ≥ =
= =

∑ ∑µ µ µk k
k

m

k
k

m

k k m
1 1

1 0 1 (A.17)

Poiché M è un operatore lineare, risulta

y x x x* ( * ) ( )= = �
��

�
�� =

= =
∑ ∑M M Mk k
k

m

k k
k

m

µ µ
1 1

(A.18)

ciò che, data la genericità di y*  ed in virtù del teorema A.1, implica che Y*  sia iperpoliedrico

ed abbia come vertici i trasformati dei vertici di X* . [Q.E.D.]

Il teorema trova una applicazione immediata considerando che le equazioni governanti il

problema elastico lineare sono per l’appunto lineari. Pertanto, qualora si consideri un sistema

soggetto a carichi vincolati ad appartenere ad un dominio iperpoliedrico nello spazio delle

azioni esterne, se il l egame costitutivo è indefinitamente elastico lineare e vale l’ipotesi di

piccoli spostamenti e deformazioni, allora anche la risposta del sistema in termini di sforzi (o

azioni interne) è vincolata ad appartenere ad un dominio iperpoliedrico.
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A.1.2 Funzioni convesse

A.1.2.1 Generali tà

Data una funzione reale f : X → R ed un sottoinsieme convesso K⊆dom(f), f è una funzione

convessa di x in K se e solo se, ∀x1∈K, ∀x2∈K e ∀λ∈[0,1] risulta

f f fλ λ λ λx x x x1 2 1 21 1+ − ≤ + −( ) ( ) ( ) ( )1 6 (A.19)

f è detta essere strettamente convessa se la precedente diseguaglianza vale strettamente (per

x1≠x2). Se l’insieme convesso K coincide con l’intero spazio X, si dice semplicemente che f è

convessa.

Fig. A.2  Una funzione convessa

Se f ∈C 1(K), allora, come è facile verificare, una definizione equivalente di funzione

convessa è che ∀ x1∈K, ∀ x2 ∈K

f f f
T

( ) ( ) ( ) ( )x x x x x2 1 1 2 1≥ + ∇ − (A.20)

e una definizione equivalente di funzione strettamente convessa è che valga in senso stretto la

precedente diseguaglianza (per x1 ≠ x2). La (A.20) afferma geometricamente che una proprietà

caratteristica delle funzioni convesse è quella di giacere “sopra” ad ogni iperpiano tangente.

Se infine f ∈C 2(K), un’altra definizione equivalente di funzione convessa è che ∀x∈K la

matrice hessiana ∇(2) f(x) sia semidefinita positiva, ovvero

 x1                      λx1 + (1-λ)x2          x2

f (x2)

λ f (x1)+(1- λ) f (x2)

f (x1)

f (λ x1+(1- λ) f (x2))
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y x y yT f∇ ≥ ∀( ) ( )2 0 (A.21)

mentre un’altra definizione equivalente di funzione strettamente convessa è che la suddetta

matrice hessiana sia definita positiva (ovvero che la (A.21) valga strettamente ∀y≠0). Per

convincersene basta considerare lo sviluppo di Taylor di f:

f f f f
T T( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )x x x x x x x x x2 1 1 2 1 2 1

2
2 1

1

2
= + ∇ − + − ∇ −ξξ (A.22)

in cui ξξ giace sul segmento congiungente x1 e x2; poiché la matrice hessiana è semidefinita

positiva, l’ultimo addendo è non negativo, ciò che implica la (A.20) e quindi la convessità di

f; in modo simile si dimostra anche il teorema inverso.

Funzioni ed insiemi convessi devono la medesima quali fica al fatto che le funzioni

convesse, ed esse solamente, hanno sopragrafico convesso, essendo il sopragrafico di una

funzione l’insieme

x x x, | ( ) , ,c f c c R K1 6< A≤ ∈ ∈ (A.23)

Un’altra caratteristica che accomuna insiemi e funzi oni convesse è il fatto che, se f è

convessa in K, allora l’insieme (eventualmente vuoto)

x x∈ ≤K f c| ( ); @ (A.24)

è convesso ∀c∈R, ciò che discende immediatamente dal fatto che, se f (x1) ≤ c e f (x2) ≤ c,

allora, essendo λ∈[0,1], f (λx1 + (1-λ)x2) ≤ λf(x1)+(1−λ) f(x2) ≤ λc+(1−λ) c ≤ c  e quindi λx1

+ (1-λ)x2 appartiene all ’insieme (A.24) .

Un’altra proprietà, di immediata verificabilit à, è il fatto che una qualsiasi combinazione

lineare con coeff icienti non negativi di funzioni convesse su di uno stesso insieme K è ancora

una funzione convessa su K.

TEOREMA  A.3

Sia f una funzione convessa della variabile x, e sia x x= ΨΨ  una trasformazione di variabili

lineare. Tale trasformazione conserva la convessità di f, ossia f ( )ψψx  è una funzione convessa

di x .
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Dimostrazione

Posto

x x x x1 1 2 2: := =ΨΨ ΨΨ (A.25a)

per la linearità della trasformazione di variabili e per la convessità di f rispetto a x, si ha

f f

f

f f

f f

ΨΨ ΨΨ ΨΨ

ΨΨ ΨΨ

λ λ λ λ

λ λ

λ λ

λ λ

x x x x

x x

x x

x x

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

1 1

1

1

1

+ − = + − =

= + − =

≤ + − =

= + −

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

2 73 8 2 7
1 6

2 7 2 7

(A.25b)

ovvero f ( )ψψx  è convessa di x . [Q.E.D.]

Il teorema continua naturalmente a valere anche nel caso particolare in cui f sia una

funzione differenziabile, oltre che convessa. In tal caso esso si esprime nella forma:

f f
f

( ~) ( ) ~ψψ ψψx x
x

x x
x

≥ + ∂
∂

−3 8 (A.26a)

Si può anche dare una dimostrazione diretta della (A.26a):

f f f
f

f
f

f
f

f
f

( ~) (~) ( ) ~

( )
( ) ~

( )
( ) ~

( ) ~

ψψ

ψψ ψψ ψψ ψψ

ψψ ψψ ψψ

ψψ

x x x
x

x x

x
x

x
x x

x
x

x
x x

x
x

x x

x

x

x

x

= ≥ + ∂
∂

− =

= + ∂
∂

− =

= + ∂
∂

− =

= + ∂
∂

−

1 6

3 8

3 8

3 8

(A.26b)

Nella precedente deduzione si è tenuto conto della convessità di f rispetto a x (assunta per

ipotesi) e della linearità della trasformazione ΨΨ e del teorema di derivazione della funzione

composta.
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A.1.2.2 Funzioni convesse di combinazioni convesse

TEOREMA  A.4

Data una funzione reale f : X → R, f è una funzione convessa di x in K⊆dom(f) se e solo

se, per ogni combinazione convessa di un numero finito di elementi xk di K, risulta

f fk k
k

m

k k
k

m

µ µx x
= =

∑ ∑�
��

�
�� ≤

1 1

( ) (A.27)

Dimostrazione della suff icienza della condizione

E’ innanzitutto ovvio che se la (A.27) vale per qualunque combinazione convessa, allora

vale anche per una qualunque combinazione di due soli elementi di K, ciò che coincide con la

definizione di funzione convessa.

Dimostrazione della necessità della condizione

La dimostrazione procede per induzione matematica sul numero m di elementi della

combinazione convessa.

BASE DELL’INDUZIONE Per m=2 si ritrova banalmente la condizione che definisce una

funzione convessa.

PASSO DELL’INDUZIONE Si assuma per ipotesi induttiva che, per ogni combinazione

convessa di m-1 elementi di K, si abbia

f convessa f fk k
k

m

k k
k

m

⇒
�
��

�
�� ≤

=

−

=

−

∑ ∑λ λx x
1

1

1

1

( ) (A.28)

Si consideri ora una generica combinazione convessa di m elementi di K

x x= = ≥ =
= =

∑ ∑µ µ µk k
k

m

k
k

m

k k m
1 1

1 0 1( ,..., ) (A.29)

Posto

α µ= ∈
=

−

∑ k
k

m

1

1

01[ , ] (A.30)

Qualora sia α = 0 si ha µ µk mk m= = − =0 1 1 1( ,..., ) e  e quindi la tesi segue banalmente

(indipendentemente dalla convessità di f):
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f f fk k
k

m

m mµ x x x
=

∑���
�
�� = ≤

1

1 6 1 6 (A.31)

Qualora sia invece α ≠ 0 si ha

f f fk k
k

m

k k
k

m

m m
k

k
k

m

mµ µ µ α µ
α

αx x x x x
= =

−

=

−

∑ ∑ ∑�
��

�
�� = +

�
��

�
�� = + −

�
��

�
��1 1

1

1

1

1( ) (A.32)

Per la convessità di f si ha

f f f fk k
k

m
k

k
k

m

m
k

k
k

m

mµ α µ
α

α α µ
α

αx x x x x
= =

−

=

−

∑ ∑ ∑�
��

�
�� = + −

�
��

�
�� ≤

�
��

�
�� + −

1 1

1

1

1

1 1( ) ( ) 1 6 (A.33)

Posto

λ µ
αk

k k m: ,...,= ≥ ∀ = −0 1 1 (A.34)

risulta

λ µ
α α

µk
k

m
k

k

m

k
k

m

=

−

=

−

=

−

∑ ∑ ∑= = =
1

1

1

1

1

11
1 (A.35)

e quindi, per l’ipotesi induttiva, si ha

f f f f f fk k
k

m

k k
k

m

m k k
k

m

m m k k
k

m

µ α λ α µ µ µx x x x x x
= =

−

=

−

=
∑ ∑ ∑ ∑�

��
�
�� ≤ + − = + =

1 1

1

1

1

1

11 6 1 6 1 6 1 6 1 6( ) (A.36)

ciò che dimostra la tesi. [Q.E.D.]

A.1.2.3 Diseguaglianze con funzioni convesse

TEOREMA  A.5

Data una funzione convessa f : X → R, sia f (0) < 0 e siano ω >1 e c due scalari. Si ha

f c f c( ) ( )ωx x≤ ⇒ < (A.37)

Dimostrazione

La tesi segue immediatamente dalla seguente catena di diseguaglianze:
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f f

f f

c f

c c c

( )

( ) ( )

( )

x x 0

x 0

0

= + −�
��

�
�� ⋅�

��
�
�� ≤

≤ + −�
��

�
�� ≤

≤ + −�
��

�
�� <

< + −�
��

�
�� =

1
1

1

1
1

1

1
1

1

1
1

1

ω
ω

ω

ω
ω

ω

ω ω

ω ω

(A.38)

La prima diseguaglianza sussiste per la convessità di f, la seconda perché f (ω x) ≤ c e la terza

perché f (0) < c. [Q.E.D.]

A.1.2.4 Funzioni vettoriali

Tutto quanto visto relativamente a funzioni scalari di variabile vettoriale (cioè f : Rn→R) si

estende a funzioni vettoriali di variabile vettoriale (cioè f : Rn→Rm) applicando le precedenti

definizioni e proprietà componente per componente. Ad esempio la definizione di convessità

(A.19) diviene

f f f

f f fm m m

1 1 2 1 1 1 2

1 2 1 2

1 1

1 1

λ λ λ λ

λ λ λ λ

x x x x

x x x x

+ − ≤ + −

+ − ≤ + −

%
&K

'K

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 6

1 6
� (A.39)

ovvero, compattamente,

f x x f x f xλ λ λ λ1 2 1 21 1+ − ≤ + −( ) ( ) ( ) ( )1 6 (A.40)

Analogamente, utili zzando la notazione vettoriale si estendono tutte le precedenti relazioni

semplicemente sostituendo ogni occorrenza di f con f.
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A.2 Programmazione matematica

Di seguito si espongono sinteticamente le nozioni fondamentali di programmazione

matematica che sono state utili zzate nella tesi. Per maggiori informazioni si rimanda ai

numerosi testi disponibili i n letteratura, tra cui Best [1], Ritter [77], Cottle [26] e Lloyd Smith

[49] dai quali si è attinto nella stesura del presente paragrafo.

A.2.1 Programmazione non lineare (NLP)

A.2.1.1 Generali tà

Il problema oggetto della programmazione matematica è la minimizzazione† vincolata di

una funzione (in generale di più variabili ) F(x), detta funzione obiettivo, e si scrive nella

seguente forma (detta programma):

min ( ) | ( ) ( , , )
x

x xF g i mi ≤ =0 1�; @ (A.41)

Poiché la funzione obiettivo è in generale non lineare, si parla di programmazione non lineare

(NLP, acronimo di Non Linear Programming).

Il valore minimo della funzione obiettivo viene detto valore ottimale (da cui la

denominazione di problemi di ottimizzazione con cui sono anche indicati i programmi sopra

definiti ). Il caso della massimizzazione vincolata di una funzione G(x) rientra nella precedente

classe di problemi per F(x) = -G(x). I vincoli sono espressi nel caso generale da

diseguaglianze del tipo gi(x)≤0; nel punto x il vincolo i-esimo è attivo se risulta gi(x)=0,

inattivo se risulta gi(x)<0. Il caso di vincoli di diseguaglianza di segno opposto rientra nella

precedente classe di problemi tenendo conto che

g gi i( ) ( )x x≥ ⇔ − ≤0 0 (A.42)

Il caso particolare di vincoli di uguaglianza può essere ottenuto grazie a due diseguaglianze di

segno opposto:

                                                
† Oppure nel mostrare che non esiste alcun minimo, qualora questo sia il caso.
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g g gi i i( ) ( ) ( )x x x= ⇔ ≤ ∧ − ≤0 0 0 (A.43)

Un punto x è detto ammissibile (o, con termine anglosassone, feasible) se è rispettoso dei

vincoli , non ammissibile (infeasible) in caso contrario. La regione ammissibile Ra (feasible

region) è il l uogo geometrico dei punti ammissibili , ovvero:

R g i ma i: | ( ) ( ,..., )= ≤ =x x 0 1; @ (A.44)

Un minimo locale del problema (A.41) è un punto ammissibile x* tale per cui F(x* ) ≤ F(x)

in un opportuno intorno ammissibile di x*. Un minimo globale del problema (A.41) è un

punto ammissibile x* tale per cui F(x*) ≤ F(x) in tutta la regione ammissibile.

A.2.1.2 La teoria di Kuhn-Tucker

Il caso in cui i soli vincoli siano di uguaglianza è risolto mediante il classico metodo dei

moltiplicatori di Lagrange, consistente nella trasformazione del problema di minimizzazione

vincolata

min ( ) | ( ) ( , , )
x

x xF g i mi = =0 1�; @ (A.45)

nel problema di stazionarizzazione non vincolata di una opportuna funzione, detta funzione

lagrangiana, che provvede ad includere i vincoli e che si scrive

L F gi i
i

m

( ) : ( ) ( )x x x= +
=
∑λ

1

(A.46)

Qualora F e gi (i=1,...,m) siano differenziabili , condizione necessaria aff inché L sia stazionaria

in x* è che

∇ = ∇ + ∇ =
=
∑L F gi i
i

m

( * ) ( * ) ( * )x x x 0λ
1

(A.47)

ovvero

∇ = − ∇
=
∑F gi i
i

m

( * ) ( * )x xλ
1

(A.48)

Quanto detto può essere esteso al caso in cui siano presenti anche vincoli di

diseguaglianza; semplici considerazioni di natura geometrica portano infatti a concludere che

la soluzione ottima x* è caratterizzata dal fatto che l’opposto del gradiente ∇F della funzione

obiettivo appartiene al cono individuato dai gradienti ∇gi dei vincoli attivi in soluzione. Nella
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Fig. A.3 si mostra un programma in due variabili (x1, x2) che permette di visualizzare la

situazione sopra descritta.

Fig. A.3  Visualizzazione delle condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Analiti camente ciò si traduce nelle condizioni associate ai nomi di Karush, Kuhn e Tucker

(condizioni KKT), che si scrivono:

CONDIZIONI KKT

g i mi ( * ) ( , , )x ≤ =0 1� (A.49)

−∇ = ∇ ≥ =
=
∑F g i mi i
i

m

i( * ) ( * ) ( , , )x xλ λ
1

0 1� (A.50)

λ i ig i m( * ) ( , , )x = =0 1� (A.51)

Le (A.49) esprimono il rispetto dei vincoli da parte della soluzione ottima; le (A.50)

traducono la condizione sui gradienti di cui sopra (la positività dei λi discende dalla

definizione di cono); le (A.51), dette anche condizioni di complementarità, fanno sì che i soli

vincoli attivi in soluzione compaiano esplicitamente nella sommatoria della (A.50a), perché se

il vincolo i-esimo è inattivo (gi(x)<0) deve essere λi = 0. Se invece il vincolo i-esimo è attivo,

F (x) = cost.

F (x) = min

Regione
ammissibile

g1 (x) = 0
g2 (x) = 0

Decrescita di F

x1

x2

∇F (x* )

∇g1 (x* )

∇g2 (x* )

g3 (x) = 0

-∇F (x* )

x*
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le (A.51) non pongono alcuna restrizione su λi, che può pertanto essere generico. Nel caso di

soli vincoli di uguaglianza la regione ammissibile è priva di interno e, conseguentemente, tutti

i vincoli sono attivi, ciò che implica che tutti i λi possono essere generici includendo pertanto,

come caso particolare, la tecnica dei moltiplicatori di Lagrange.

Si ricordi che la prima delle (A.50) equivale alla (A.47). Inoltre, poiché λi ≥ 0 e gi (x* ) ≤ 0,

le (A.51) possono anche essere espresse in forma vettoriale raccogliendo i precedenti in due

vettori λλ e g (x* ):

λλ Tg x( * ) = 0 (A.52)

essendo

λλ : := =λ λ1 1� �m

T

m

T
g gg (A.53)

Le condizioni KKT implicano l’esistenza dei λi, i quali sono detti moltiplicatori di Kuhn-

Tucker, o variabili duali (per un motivo che sarà chiaro tra breve), o anche prezzi ombra (in

seguito all ’applicazione ad un problema di natura economica).

Un punto soddisfacente le condizioni KKT viene detto punto di Kuhn-Tucker. Nel seguito

si farà riferimento ad una condizione‡ tecnica relativa ai vincoli (nota in letteratura con il

nome di first order constraint qualifi cation) che risulta verificata in molti casi di largo

impiego, ed in particolare se i vincoli sono lineari oppure se le funzioni gi sono convesse e se

la regione ammissibile ha interno. Ciò stante sussiste il seguente

TEOREMA DI KUHN-TUCKER

• Necessità delle condizioni KKT : se x* è una soluzione del programma (A.41) e se è

soddisfatta la first order constraint qualifi cation, allora x* è un punto di Kuhn-Tucker.

• Suff icienza delle condizioni KKT : se la funzione obiettivo F e le funzioni gi (i=1,...,m)

definenti i vincoli sono convesse e se x* è un punto di Kuhn-Tucker, allora x* è una

soluzione del programma (A.41)

                                                
‡ Sia x0 un punto ammissibile. Si ha un first order constraint quali fication se, per ogni vettore z≠0 e tale per cui
zT∇gi(x0)≥0 per tutti i vincoli attivi in x0 (z

T∇gi(x0)= 0 nel caso di vincoli di uguaglianza), z risulta tangente ad
un arco di classe C1 passante per x0 e contenuto nella regione ammissibile.
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Il teorema afferma che le condizioni KKT sono nel caso generale solo necessarie per la

soluzione della (A.41). Nel caso della minimizzazione non vincolata le condizioni KKT si

riducono alla sola condizione

∇ =F( * )x 0 (A.54)

ben nota da nozioni anche solo elementari di analisi matematica. La (A.54) è in generale

necessaria e diviene anche suff iciente per funzioni convesse.

A.2.1.3 La teor ia della duali tà

Ad un dato problema di programmazione matematica del tipo (A.41), detto problema

primale, si suole associare un secondo problema di programmazione matematica, detto

problema duale, e per la coppia così ottenuta valgono alcune importanti proprietà. Sono state

date diverse definizioni di coppie duale-primale e nel seguito ci si riferirà a quella proposta da

Wolfe [86]. Precisamente si ha:

PROBLEMA PRIMALE

min ( ) | ( ) ( , , )
x

x xF g i mi ≤ =0 1�; @ (A.55)

PROBLEMA DUALE

max ( ) ( ) | ( ) ( ),
,x

x g x x x 0
λλ

λλ λλ λλF F gT
i i

i

m

+ − ∇ = ∇ ≥%
&
'

(
)
*=

∑
1

(A.56)

Come si può notare, le condizioni KKT giocano un ruolo centrale nella teoria della dualità,

dal momento che la funzione obiettivo del problema duale è la funzione lagrangiana del

problema primale e che i vincoli del problema duale sono le (A.50), che vengono pertanto

anche dette condizioni di ammissibilit à duale (mentre le (A.49) vengono dette condizioni di

ammissibilit à primale, per ovvi motivi).

I risultati fondamentali della teoria della dualità sono dati dai seguenti due teoremi:
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TEOREMA DELLA DUALITA’ IN FORMA DEBOLE

Se la funzione obiettivo F e le funzioni gi (i=1,...,m) definenti i vincoli sono convesse, se x’

è ammissibile per il problema primale e se x’’  e λλ’’  sono ammissibili per il problema duale,

allora risulta F(x’ )≥ L(x’’ ,λλ’’ ).

TEOREMA DELLA DUALITA’ IN FORMA FORTE

Se la funzione obiettivo F e le funzioni gi (i=1,...,m) definenti i vincoli sono convesse, se è

soddisfatta la first order constraint qualifi cation e se x* è una soluzione del problema

primale, allora esiste un vettore λλ* tale per cui la coppia x*,λλ* è soluzione del problema

duale e risulta F(x* ) = L(x*,λλ* ).

Dimostrazione

Il secondo dei due teoremi si dimostra agevolmente considerando che, per il teorema di Kuhn-

Tucker (condizione necessaria di ottimalità), x*  è un punto di Kuhn-Tucker ed esiste un

vettore λλ*  tale per cui la coppia x* ,λλ*  sia ammissibile per il problema duale.

Per le condizioni di complementarità (A.51) risulta poi:

L F g F Fi i
i

m

( *, * ) ( * ) ( * ) ( * ) ( * )x x x x xλλ = + = + =
=
∑λ

1

0 (A.57)

Per il teorema della dualità in forma debole, L(x*,λλ* ) non può superare F(x* ), che risulta

essere il valore massimo della lagrangiana, e la coppia x*,λλ*  risulta pertanto essere soluzione

del problema duale. [Q.E.D.]

A.2.2 Programmazione lineare (LP)

Un caso particolare della programmazione matematica è la cosiddetta programmazione

lineare (LP, acronimo di Linear Programming) definita dal seguente programma

min |
x

c x Ax bT ≤< A (A.58)
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che specifica la (A.41) nel caso in cui la funzione obiettivo sia lineare (F(x)=cTx) e così pure i

vincoli ( g bi i
T

i( )x a x= − ≤ 0, che nella (A.58) sono scritti i n forma matriciale, raccolti per

righe in una matrice A ed in un vettore b), i quali definiscono pertanto una regione

ammissibile iperpoliedrica.

Nel caso particolare della LP sono verificate le ipotesi perché le condizioni KKT, oltre che

necessarie, siano anche suff icienti e si ha pertanto che x* è soluzione del programma (A.58)

se e solo se sono verificate le seguenti

CONDIZIONI KKT IN LP

Ax b* ≤ (A.59)

− = ≥c A 0Tλλ λλ (A.60)

λλ T Ax b* − =1 6 0 (A.61)

Le precedenti seguono immediatamente dal caso generale specializzato al programma (A.58).

In particolare si è tenuto conto del fatto che:

−∇ = −∇ = −F T( )x c x c2 7 (A.62)

λ λ λi i
i

m

i i
T

i
i

m

i i
i

m
Tg b∇ = ∇ − = =

= = =
∑ ∑ ∑( )x a x a A

1 1 1

2 7 λλ (A.63)

La prima delle due condizioni di ammissibilit à duale

− =c ATλλ (A.64)

implica che la funzione lagrangiana del problema primale sia

LP
T T T T T T= + − = − + − = − = −c x Ax b Ax Ax b b bλλ λλ λλ λλ λλ1 6 1 6 (A.65)

Ne consegue che le (A.55),(A.56) si specializzano nelle seguenti equazioni:

PROBLEMA PRIMALE IN LP

min |
x

c x Ax bT ≤< A (A.66)

PROBLEMA DUALE IN LP

max | ,
λλ

λλ λλ λλ− − = ≥b c A 0T T< A (A.67)
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Il problema duale può anche essere scritto equivalentemente nella forma di una

minimizzazione:

min | ,
λλ

λλ λλ λλb c A 0T T− = ≥< A (A.68)

Si noti, in particolare, che il problema duale è formulato esclusivamente in termini delle

variabili duali , nel caso della LP, ma che ciò non si verifica nel caso generale della NLP.

Un’altra notevole proprietà della LP è che il problema duale del duale viene a coincidere

con il primale. Questo fatto si esprime dicendo che i due problemi sono legati da una

corrispondenza involutoria o, più brevemente, che sono una involuzione.

Dimostrazione

Si consideri il problema duale (A.68) scritto per z := -λλ:

min | ,
z

b z A z c z 0− = ≤T T< A (A.69)

La lagrangiana del problema duale si scrive

LD
T T T T= − + − +b z x A z c v z2 7 (A.70)

essendo x e v due vettori di moltiplicatori di Kuhn-Tucker. La seconda delle condizioni KKT

per il problema duale implica (si noti che non vi sono vincoli di segno su x, dal momento che

esso corrisponde ad un insieme di vincoli di eguaglianza):

∇ = ∂
∂

=

≥

%
&K

'K
⇔

− + + =
≥

%
&
'

L
L

D
D

z
0

v 0

b Ax v 0

v 0
(A.71)

Il secondo sistema contenuto nelle (A.71) può essere sviluppato ottenendo

Ax b v 0 Ax b− = − ≤ ⇔ ≤ (A.72)

Dualizzando il duale, cioè la (A.69), si ottiene

max | ,
,z x

b z x A z c v z b Ax v 0 v 0− + − + − + + = ≥T T T T2 7> C (A.73)

che, per la (A.72), diviene

max |
,z x

b z x A z c v z Ax b− + − + ≤T T T T2 7> C (A.74)

La (A.71) implica poi
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− + − + = − + + − = −b z x A z c v z b Ax v z x c c xT T T T T T T2 7 1 6 (A.75)

La (A.74) si può quindi anche esprimere come

max |
x

c x Ax b− ≤T< A (A.76)

ovvero, passando da una massimizzazione ad una minimizzazione, si ritrova il problema

primale:

min |
x

c x Ax bT ≤< A [Q.E.D.]

Le componenti del vettore v che compare nella precedente dimostrazione sono dette slack

variables e sono spesso utili zzate per tradurre un vincolo di diseguaglianza in uno di

uguaglianza, al prezzo di un aumento del numero delle incognite:

g g v vi i i i( ) ( )x x≤ ⇔ = − ∧ ≥0 0 (A.77)

Come si può notare, le slack variables sono comunque sempre soggette a vincoli di

diseguaglianza.

Nel caso della LP si può dimostrare in modo estremamente semplice il teorema della

dualità in forma semplice. Se infatti λλ* è ammissibile per il problema duale (A.67), si ha c=-

ATλλ* e quindi

c x x c x A AxT T T T T* * * * * *= = − = −λλ λλ (A.78)

Del resto, se x* è ammissibile per il problema primale (A.66), si ha Ax*  ≤ b e quindi, per la

non negatività di λλ*,

λλ λλ λλ* * * *T T TAx b b≤ = (A.79)

Combinando le precedenti si ottiene infine

c x Ax bT T T* * * *= − ≥λλ λλ (A.80)

ciò che dimostra il teorema.


