
9 
Conclusioni

9.1 Sintesi dei risultati ottenuti

Nella presente tesi si è sviluppata la teoria dell ’adattamento nel discreto, per poi procedere

all ’analisi di adattamento mediante le tecniche proprie della programmazione matematica. Lo

strumento utili zzato per discretizzare il problema continuo è il metodo degli elementi finiti ,

sviluppato però con l’approccio innovativo delle variabili generalizzate nel senso di Prager, il

quale prevede la discretizzazione dei campi di tutte le grandezze meccaniche che

intervengono. A differenza dell ’approccio “classico” , è stato possibile ottenere una

formulazione discreta del problema che ne conservasse le caratteristiche essenziali , offrendo

una versione non differenziale ma formalmente analoga delle equazioni governanti. Questo

aspetto fa dell ’approccio in variabili generalizzate uno strumento concettualmente superiore a

all ’approccio tradizionale nella capacità di descrizione della realtà fenomenica. Si è poi

affrontato il problema della scelta di interpolazioni che risultassero adatte allo scopo di

garantire la conservazione, nel passaggio dal continuo al discreto, delle relazioni di

complementarità e della convessità dei potenziali plastici e delle funzioni di snervamento,

oltre a tutte le altre caratteristiche essenziali del problema.
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Sulla base della discretizzazione in variabili generalizzate del problema elastoplastico si

sono formulati i classici teoremi dell ’adattamento (quasi-statica e del primo ordine) per una

classe di materiali di notevole generalità, caratterizzata dalla possibile mancanza di

associatività delle leggi di scorrimento e dalla possibile presenza di comportamento

incrudente (ma non softening), descritto mediante variabili i nterne di natura statica e

cinematica. In particolare si è affrontato il problema della eliminazione della dipendenza dalla

variabile temporale dal teorema cinematico dell ’adattamento, procedendo in modo formale

mediante il ricorso alla teoria delle distribuzioni e giungendo infine a riottenere i risultati noti

in letteratura in seguito ad altre tecniche dimostrative.

Il problema della determinazione del fattore di sicurezza all ’inadattamento è stato

affrontato, come già osservato, mediante tecniche di programmazione matematica, cui è

possibile ricondursi. Si è sviluppato il tema dapprima in sede teorica, mostrando

dettagliatamente i passaggi logici che permettono di formulare i programmi che portano alla

risoluzione del problema. Si è posto in particolare l’accento sui rapporti di dualità (nel senso

della teoria della dualità in programmazione matematica) che legano coppie di programmi di

natura statica e cinematica. Si è mostrato come dedurre formalmente dal problema di natura

statica di ciascuna coppia di dualità un programma che l’interpretazione fisica mostra

coincidere con quello cinematico. E’ significativo il fatto che quest’ultimo risulta espresso

nella forma priva della dipendenza dalla variabile temporale ottenuta in precedenza. Il

percorso logico che si è proposto nella formulazione e successiva dualizzazione dei problemi

di MP non è quello solitamente seguito in letteratura e, rispetto a quest’ultimo, sarebbe

notevolmente ineff iciente dal punto di vista computazionale. Quello proposto offre tuttavia il

vantaggio di essere molto vicino alla formulazione dei teoremi dell ’adattamento e di

permettere una interpretazione meccanica a mio giudizio più semplice ed immediata delle

relazioni matematiche introdotte.

L’approccio cinematico in programmazione matematica è stato oggetto di studio dettagliato

nel caso del criterio di snervamento di Huber-Hencky-von Mises. In particolare si è esaminato

un algoritmo risolutivo che permette di affrontare in modo relativamente semplice i numerosi

ostacoli che si presentano, quali l a non linearità e la non regolarità della funzione obiettivo,

che non è ovunque differenziabile. Il primo problema è stato affrontato mediante una
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procedura iterativa che consiste nella risoluzione di una serie di versioni li nearizzate del

sistema risolvente, mentre la non differenziabilit à è stata eliminata regolarizzando la funzione

obiettivo. I vincoli del problema sono stati imposti mediante la tecnica dei moltiplicatori di

Lagrange e mediante il metodo di penalizzazione.

L’algoritmo è stato verificato su alcuni semplici esempi per i quali è stato possibile

ottenere delle soluzioni di riferimento per mezzo di analisi evolutive o, quando possibile, di

metodi teorici. I risultati sono complessivamente discreti, dal momento che l’algoritmo ha

dato prova di comportarsi in modo estremamente preciso nel caso di problemi di mole molto

piccola e di fornire comunque una stima abbastanza precisa della soluzione corretta negli altri

casi esaminati. Si sono tuttavia manifestati inequivocabilmente i limiti l argamente conosciuti

delle tecniche matematiche utili zzate per affrontare il problema. Prima fra tutte, la tecnica di

penalizzazione ha introdotto il problema della determinazione di un valore del parametro di

penalizzazione che realizzasse un compromesso tra le esigenze opposte di imporre il vincolo

in modo suff icientemente “forte” e quella di non incorrere in problemi numerici legati alla

presenza di variabili che assumono valori di ordine di grandezza notevolmente diverso. Si è

osservata in effetti una notevole dipendenza dell ’algoritmo dal parametro di penalizzazione,

ma è stato comunque possibile determinare un intervallo relativamente ristretto all ’interno del

quale ricercare il valore da assegnare a tale parametro. In particolare sembra, dagli esempi

affrontati, che sia possibile utili zzare il medesimo valore del parametro per analisi di

adattamento diverse condotte però sul medesimo sistema meccanico.

Si è affrontato il problema della convergenza dell ’algoritmo, giungendo alla formulazione

di una argomentazione di natura qualitativa che giustifica, anche se non dimostra, il

comportamento osservato empiricamente. In particolare si sono estese al caso dell ’analisi di

adattamento delle riflessioni analoghe ma limitate al caso dell ’analisi limit e e dovute agli

ideatori dell ’algoritmo originale. Le diff icoltà teoriche che hanno precluso la possibilit à di una

dimostrazione rigorosa sono le stesse che hanno causato i problemi numerici evidenziati

dall ’algoritmo, ovvero la non regolarità del problema ed il ricorso alla tecnica di

penalizzazione. Pare pertanto lecito affermare che si sono evidenziati i limiti i ntrinseci delle

tecniche utili zzate per risolvere le (non poche) diff icoltà del problema.
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Si sono ottenuti risultati tutto sommato incoraggianti nel caso del criterio di von Mises, che

hanno spinto a provare ad applicare le tecniche sviluppate per tale caso anche al criterio di

snervamento di Drucker-Prager. Il problema da risolvere si presenta maggiormente

complesso, in seguito alla presenza di vincoli non lineari in aggiunta a tutte le diff icoltà del

caso precedente. L’algoritmo ottenuto si è comportato molto bene nel caso di esempi di

piccolissima mole ma la qualità dei risultati degenera rapidamente per problemi di interesse

effettivo; inoltre si sono manifestati, come è naturale, gli aspetti negativi della tecnica di

penalizzazione già discussi sopra. I risultati vanno però valutati in considerazione del fatto che

l’approccio cinematico in programmazione matematica per l’analisi di adattamento nel caso

del criterio di Drucker-Prager rappresenta una via nuova, dal momento che, perlomeno per

quanto a me noto, la procedura solitamente seguita in letteratura consiste nell ’affrontare il

problema con l’approccio statico, sostituendo al criterio di Drucker-Prager una

approssimazione lineare a tratti. Il fatto che, perlomeno per piccoli problemi, sia possibile

giungere alla soluzione corretta con l’approccio cinematico è, a mio avviso, incoraggiante, dal

momento che non si può escludere che sia possibile apportare delle migliorie all ’algoritmo, in

modo da innalzare la soglia dei problemi gestibili . E’ bene notare che anche l’approccio

statico , per quanto decisamente superiore al presente algoritmo, non è immune da problemi

numerici qualora il sistema sia discretizzato in modo molto fitto e/o qualora si usino molti

iperpiani per approssimare raff inatamente il criterio di Drucker-Prager. Il fatto che nel caso di

programmi di poche centinaia di incognite tali problemi non risultino superabili dai codici di

calcolo commerciali per la programmazione lineare non particolarmente evoluti, ma siano

invece risolti facilmente da codici di calcolo di alto li vello (che possono arrivare a gestire

problemi con un numero di incognite e vincoli dell ’ordine del mili one) fa pensare che non sia

impossibile qualche miglioramento anche delle prestazioni dell ’algoritmo cinematico. In

particolare pare poco soddisfacente la tecnica di regolarizzazione, che potrebbe essere

sostituita con relativamente poche variazioni da una procedura che riduca progressivamente

l’analisi alla zona plastica, escludendo dalla considerazione quella rigida. Un algoritmo che si

basa su questa tecnica è stato sviluppato con risultati positivi da Capsoni e Corradi [5,6] nel

caso di analisi limit e e potrebbe probabilmente essere adeguato a quella di adattamento.
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Il caso di materiali bifase poroplastici è stato considerato e trattato con un certo grado di

dettaglio, riportando gli sviluppi più recenti in letteratura circa l’estensione della teoria

dell ’adattamento a tale contesto. Al solito si è affrontato il problema della determinazione del

fattore di sicurezza all ’inadattamento mediante tecniche di programmazione matematica.

Precisamente, si è utili zzata una approssimazione PWL del criterio di Drucker-Prager (in

termini di sforzi eff icaci di Terzaghi) e si è impiegato il metodo statico, applicando pertanto

tecniche ormai consolidate al campo innovativo della poroplasticità.

Si è inoltre affrontato il problema della delimitazione dall ’alto di grandezze meccaniche in

fase post-adattamento, ciò che è necessario al fine di controllare criti camente l’attendibilit à

dei risultati che si ottengono dall ’analisi di adattamento. Si sono sviluppate in ambito

poroplastico le tecniche classiche di delimitazione tramite un approccio diretto in

programmazione matematica. I risultati sono poi stati confrontati con quelli di analisi

evolutive poroplastiche ottenendo risultati soddisfacenti.

Da ultimo si è effettuato un tentativo di estensione della teoria dell ’adattamento, al fine di

includere il danneggiamento accanto alla poroplasticità, in considerazione delle importanti

applicazioni nell ’ambito ad esempio delle dighe in muratura, le quali risultano caratterizzate

da un esteso stato microfessurativo i seguito all ’età avanzata. Sulla base di lavori già

sviluppati in letteratura si è ottenuto è un teorema statico che generalizza quello classico di

Melan al contesto poroplastico e del danneggiamento. Il teorema si basa su una ipotesi di

stabilit à del materiale opportunamente definita, che risulta tuttavia piuttosto astratta e di

diff icile interpretazione fisica, ciò che pone indubbiamente dei limiti alla portata del risultato

ottenuto. Inoltre il problema risulta decisamente complesso dal punto di vista strettamente

operativo in seguito alla forte non linearità (non facilmente rimovibile) introdotta dal

danneggiamento.

La programmazione matematica si è rivelata uno strumento molto utile e versatile

nell ’ambito dell ’analisi di adattamento, come del resto riconosciuto dalla consuetudine ormai

decennale con cui i metodi che si basano su di essa sono proficuamente impiegati per

problemi di teoria della plasticità. E’ altresì vero che rispetto a strutture intelaiate nel caso di

problemi di meccanica dei continui si deve utili zzare molta più cautela nell ’utili zzare gli
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algoritmi disponibili e che per ottenere risultati veramente aff idabili sono richieste delle

competenze di analisi numerica non elementari.

I metodi diretti impiegati si sono comunque rivelati decisamente vantaggiosi rispetto alle

analisi evolutive elastoplastiche i termini di tempi di calcolo (e quindi di costi) e, almeno

potenzialmente, anche di precisione ottenuta.

9.2 Prospettive di sviluppi futuri

Gli argomenti trattati in questa tesi appartengono ad un contesto della meccanica applicata

e computazionale caratterizzato da un livello di generalità piuttosto elevato. Tuttavia sono

auspicabili non pochi raff inamenti della teoria e soprattutto dei metodi di calcolo che

permettano di meglio cogliere il reale comportamento dei materiali e di migliorare

l’aff idabilit à delle procedure risolutive di programmazione matematica con cui si conduce

l’analisi di adattamento.

Chiaramente il campo che offre maggiori possibilit à di sviluppi futuri è quello della

poroplasticità, sia perché sviluppatosi molto più di recente della elastoplasticità classica, sia

perché tratta di un materiale notevolmente più complesso. Considerate le molte possibilit à

applicative a campi dell ’Ingegneria di grande importanza strategica ed economica, primo fra

tutti quello delle dighe, ben si comprende come la necessità di approfondimenti nella

descrizione del comportamento meccanico dei materiali bifase sia di primario interesse, non

solo per motivi di carattere puramente teorico.

Al fine di introdurre sempli ficazioni in un ambito decisamente complesso, la meccanica dei

mezzi bifase è stata sinora sviluppata in seno ad una modellazione che ha implicitamente

trascurato un certo numero di fenomeni fisici che possono tuttavia risultare non trascurabili ai

fini di una corretta predizione del comportamento del materiale e, in particolare, ai fini propri

dell ’analisi di adattamento. Innanzitutto la permeabilit à del mezzo bifase è sempre stata

considerata costante nel tempo ed assegnata come nota a priori. Si avverte tuttavia la

necessità di sviluppare una teoria che tenga conto delle variazioni di permeabilit à indotte dalle

deformazioni plastiche, in special modo volumetriche. E’ infatti intuibile che delle
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modificazioni sensibili dello scheletro solido alterino la capacità di movimento del fluido al

suo interno ed eventualmente producano una situazione anche molto diversa da quella

iniziale. In linea di principio un comportamento di questo tipo può essere affrontato con una

analisi evolutiva poroelastoplastica in cui si definiscano delle leggi che descrivano il l egame

tra variazioni di permeabilit à e deformazioni plastiche, al prezzo di un aumento del (già non

piccolo) onere computazionale ma, evidentemente, l’estensione è tutt’altro che immediata al

caso di metodi diretti, ovvero che prescindano dalla storia di carico effettiva. Una possibile

via per l’analisi di adattamento potrebbe essere quella di procedere iterativamente, affrontando

ad ogni passo un problema a permeabilit à assegnata e costante costruito con i dati relativi al

passo precedente.

Un’altra ipotesi sempli ficativa che è sicuramente violata dal materiale reale in molte

occasioni è quella di saturazione completa del mezzo bifase. Più precisamente si è sempre

supposto implicitamente che le variazioni di pressione e di contenuto di fluido fossero

suff icientemente piccole da mantenere i corrispondenti valori totali al di sopra di un valore di

riferimento oltre a cui non è possibile scendere: né la pressione assoluta (zero significa vuoto)

del fluido né il contenuto assoluto (zero significa assenza di fluido) di fluido possono essere

negativi, ma la teoria sviluppata non è in grado di provvedere a imporre tali limiti . Una

possibilit à promettente è quella di tenere conto della saturazione parziale mediante

l’introduzione nella modellazione di ulteriori relazioni di complementarità.

Un aspetto che merita sicuramente di essere approfondito riguarda la possibilit à

dell ’esaurimento delle risorse di duttilit à del sistema. Specialmente negli sviluppi più recenti

della teoria dell ’adattamento, si sono presi in considerazione materiali molto diversi da quelli

metalli ci (per i quali l ’ipotesi di duttilit à elevata non è particolarmente problematica) e risulta

pertanto doveroso controllare, ad esempio con tecniche di deformation bounding, che non si

siano eccedute le risorse plastiche del sistema. Si otterrebbe invece un notevole progresso se si

potesse sviluppare una teoria dell ’adattamento per materiali a duttilit à limitata.

Un obiettivo molto ambizioso che si potrebbe cercare di realizzare in futuro è il passaggio

dallo studio di mezzi bifase a quello di mezzi multi fase, aggiungendo cioè la fase vapore.

Infatti la presenza di fluido nello scheletro solido si accompagna nella realtà a quella di vapore

che certamente influenza i fenomeni di capill arità che presiedono ai movimenti della fase
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fluida. Non esiste tuttavia, per quanto a me noto, una interpretazione micromeccanica del

fenomeno. L’estensione a questo campo si presenta notevolmente più ardua delle precedenti,

perlomeno in tempi brevi.

Sempre in ambito poroplastico, si avverte la necessità di introdurre la meccanica del

danneggiamento in quella dello shakedown, ad esempio per la modellazione di dighe in

muratura interessate da fenomeni microfessurativi molto sviluppati, anche in considerazione

dell ’elevato numero di dighe di età avanzata oggi in servizio. Nel Cap. 8 si è detto delle

diff icoltà introdotte dal danneggiamento e del possibile approccio al problema mediante una

strategia iterativa, come nel caso della permeabilit à variabile. Non è anzi escluso di riuscire ad

integrare i due fenomeni in un unico modello.

La meccanica del danneggiamento, ovvero il problema del progressivo deterioramento del

materiale in termini medi, rimanda alla meccanica della frattura, ovvero al problema del

progressivo deterioramento localizzato del materiale. Sono molti i campi applicativi di

notevole importanza in cui la meccanica della frattura gioca un ruolo imprescindibile, come

ad esempio nel caso delle dighe. Riuscire a coniugare la meccanica della frattura alla teoria

dell ’adattamento sarebbe quindi un risultato di notevole spessore; tuttavia ciò si presenta

estremamente problematico, dal momento che la crisi per frattura avviene in corrispondenza

di energia dissipata finita mentre quella per inadattamento è associata per definizione a

energia dissipata illimit ata.

Un’ultima prospettiva di sviluppo della teoria dell ’adattamento, anche in ambito di

materiali monofase, potrebbe riguardare l’estensione al comportamento softening. Le

dimostrazioni dei teoremi dell ’adattamento sinora sviluppate non si applicano se viene meno

la convessità delle funzioni di snervamento, ma ciò non implica necessariamente che sia

impossibile ogni fenomeno di adattamento, perlomeno se il sistema riesce a mobilit are delle

altre risorse suff icienti a fare fronte ai carichi. Una possibilit à sarebbe, ad esempio, quella di

sviluppare dei modelli non locali che riescano a tenere in conto delle perdite di rigidezza di

una parte del sistema controbilanciate dall ’incrudimento di altre zone del sistema. Allo stato

attuale l’analisi di adattamento in presenza di softening può essere condotta solo per mezzo di

analisi evolutive.
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Dal punto di vista computazionale i maggiori ostacoli che solitamente si incontrano nei

metodi diretti per programmazione matematica sono legati al cattivo condizionamento del

problema. Naturalmente le grandi moli dei problemi di meccanica dei continui esaltano le

diff icoltà dovute al mal condizionamento e rendono spesso inaff idabili i semplici programmi

commerciali che risolvono più che bene analoghi problemi relativi a strutture intelaiate. Gli

esempi sviluppati in questa tesi (ma anche in molti articoli comparsi in letteratura) fanno

riferimento a problemi bidimensionali per contenere il numero delle incognite e cercare di

evitare eccessivi problemi numerici. E’ tuttavia sentita l’esigenza di risolvere problemi

tridimensionali , quasi inevitabilmente di grande mole, ad esempio nello studio di dighe di

grandi dimensioni.

I metodi di cui si è discusso in questa tesi sono, in linea di principio, validi anche nel caso

tridimensionale ed in presenza di mesh molto complesse, ma i problemi numerici di cui si è

detto ne rendono improponibile l’applicazione sic et simpliciter in tali casi. Volendo evitare il

ricorso a software avanzato per la gestione di grandi problemi di programmazione

matematica, è opportuno ridurre la mole del problema. In particolare, nel caso della LP è

auspicabile una rarefazione dei modi plastici, ovvero un metodo che consenta di ridurre il

numero delle incognite e dei vincoli escludendo dalla considerazione parte dei numerosi modi

plastici che non sono attivi in soluzione. In effetti il principale limite dell ’approccio lineare a

tratti e della conseguente soluzione di un problema di LP consiste proprio nel conflitto tra

l’esigenza di approssimare con precisione il criterio di snervamento, che si realizza in un

elevato numero di iperpiani approssimanti, e l’esigenza opposta di contenere la mole del

problema. Al contrario l’approccio cinematico in programmazione non lineare (come, ad

esempio, gli algoritmi sviluppati nel Cap. 5) considera l’effettivo criterio di snervamento

senza dovere introdurre molte incognite per approssimarlo e pare pertanto molto promettente

da questo punto di vista, anche se, come si è visto, non mancano problemi di altra natura.


