Appendice D

Criteri di snervamento

D.1 Osservazioni preliminari

Di seguito si esporgonoi concetti fondamentali riguardanti i criteri di snervamento cui si €

fatto riferimento nella tesi. La simbologia alattata €la seguente: la tensione di snervamento

moncesdale eindicaa @n gy, lapressoneidrostatica eindicaa con P

P:= %aij J;
mentre il deviatore del tensore degli sforzi € indicao con s;
§;:=0; —P9,

I’invariante primo (tracda) del tensore degli sforzi éindicao conl,
l,:=0.0, =3P

ij =ij

mentre |’ invariante seoondo @l deviatore del tensore degli sforzi € indicao con J,

1
J, = ESJSJ

Indicai con g, g, oy gli sforzi principali, risulta
3 —02+02 +g2 — _ _
ES]S] =0,+0,+t0,,-00,~-0,0,,, -0,,0,

Siindicanocon é edr le espressoni

(D.1)

(D.2)

(D.3)

(D.4)

(D.5)

(D.6)
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e ®n O I'angolo d Lode. Le tre wordinate ¢, r, 8 definiscono unsistema di riferimento
cilindrico nello spazio degli sforzi principali, con ass & diretto come la trisettrice del primo

ottante (as<e idrostatico), raggio r e latitudine 6 nel (piano dtaedrale), come ill ustrato in Fig.
D.1.

O=01=0n

O

Fig. D.1 |l piano degli sforzi principali

Nei problemi di poroplasticita (v. Cap. 7) i criteri di snervamento sono stati formulati
utili zzando le espressoni riportate di seguito e sostituendo ad ogni occorrenza degli sforzi

totali oj; gli sforzi efficad di Terzaghi gij-pd;, esseendop la pressone del fluido.

D.2 Criterio di snervamento di Drucker-Prager

Nella formulazione dell’algoritmo S si e fatto riferimento a criterio d snervamento d
Drucker-Prager (DP) scritto nell a seguente forma (utili zzata nel codice di cadcolo Abaqus per
definire tale modell o d materiale):

boe(0}) ::\/gs‘nisﬁj —tan(B){R, -P)<0 (D.7)

esendo B e Py i due parametri del modello che esprimono delle proprieta caatteristiche del
materiale in esame. Si consideri uno stato d tensione moncassae de porti a snervamento |l

materiale; si avra

g,=0, 0;=0 Li#zlj#1 (D.8)
Evidentemente risulta
P:ﬁ S, =0 _ﬁ:gg S, =S :—EO' 520 Dlij (Dg)
3 1 0 3 3 0 2 3 3 0 ] .
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In corrispondenza dello stato di sforzo (D.8) la(D.7) deve valere come uguaglianza:

3(4 1 1 1
(2le0r+ o gt -mer 3o <o 49

Dala(D.10) s deduce
P, tan(B) = 00(1+% tan(,B)j (D.11)

equind la(D.7) puoanche scrivers

¢(oij) = ,/gs,j s; +Ptan(B) - 00(1+%tan(/3)) <0 (D.12

Posto
a::% k::%(1+%tan(ﬁ)) (D.13)
la(D.12) assume la seguente forma, piu comunemente utili zzata:
al, +/J, k<0 (D.14)
0, dternativamente,
Je6a&+r—+/2k<0 (D.15

Dalla precalente si riconasce de il criterio d DP definisce un daminio elastico che nello

spazio degli sforzi principali ha genericasezione meridianarettili nea

» &

k

J3a

Fig. D.2 Sezone meridianadel cono d Drucker-Prager (atratto continuo)
E ddl cilindro d von Mises (atratto punto)

DalaFig. D.2 s ricavaimmediatamente la relazione tra I'angolo o di apertura del cono d

Drucker-Prager ed il parametro 3
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[—ga) = Etan(ﬁ) (D.16)

tan(d) = \/Ek( 5
Sempre dalla Fig. D.2 si deduce de il dominio in questione eun cono circolare nello spazio

degli sforzi principali, con ase incidente @n I'asse idrostatico (Fig. D.4d). L'equazione

dellasuperficie di tale mwnosi scrive (dala(D.7)):
1 2
(1= (B o7 +0} +0i)-(1+ 2’ (B 0,0, +0,0, +0,0))+

. (1D
2o, 1+ 2 () o, +, +0,) -0 1+tan(p)| =0

D.3Criterio di snervamento di von Mises

Il criterio d Drucker-Prager include wme cao particolare quello d Huber-Hencky-von
Mises (HHM), quelora sia =0 e scompaia pertanto ogni riferimento ala cmporente
idrostatica dell o stato d sforzo (cio che rende tale aiterio particolarmente alatto a materiali
metalli ci). Predsamente, per -0 ha(v. eqn(D.11)

Lipg P, tan(B) = Li[rgao(1+%tan(ﬁ)) =0, (D.18

ePy— . La(D.7) diviene pertanto

I3
¢HHM(0ij) = ES]SU' —0,<0 (D.19

ovvero, in termini di sforzi principali,
Glz +0|2| +0|2|| -0,0,-0,0y, —0,0, _O-g =0 (D.20
Ddla (D.16) s evince de (nello spazio degli sforzi principali) nel caso del criterio HHM il

cono d Drucker-Prager diviene un cilindro con asse parall elo all’asse idrostatico (Fig. D.4b).

D.4 Criterio di snervamento di Mohr-Coulomb

Frequentemente utili zzato nell’ingegneria geotemica per la modellazione di materiali
sciolti la ai resistenza dipende dalla pressone di confinamento, il criterio d Mohr-Coulomb

constadi sei mod plastici definiti dall e seguenti espressoni:
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® e (6,7,0) = 2Esin@++/3rsin(@ + 1/3) + r cos(0 + 11/3)sin@— +/6ccosp< 0

(D.21a)
(per 60[0, 1/3])
D ver (6,1,0) =/2Esin@++/3r sin(—6 + 1) + r cos(—0 + m)sinp—+/6ccosg< 0 (D.211
(per 6 O[1/3, 2m/3)) '
@ s (&:1,8) = V2Esin@++/3rsin(6 - 1/3) + 1 cog(8 — 11/3)sin@— /6ccosp< 0 (0.210
(per 6 0[211/3, ) '
® s (6,1,0) =2Esing+/3rsin(-0 — 11/3) + 1 cog(-0 — 1/3)sinp—+/6ccosp< 0 (D.21d
(per 6 O[ 1, 411/3)) '
® ves(E,1,0) =2Esin@++/3rsin(6 + 1) + r cog(0 + mm)sin@—+/6ccos@< 0 (D.218)
(per 6 O[471/3, 511/3)]) '
® vce(&,1,0) =2Esin@++/3rsin(—6 + 1/3) + r cog(—6 + 11/3)sin@— +/6ccosp< 0 (.21

(per 6 0[5m/3, 2m])

dove c e psono die parametri del materiale, detti rispettivamente cesione el angolo d attrito
interno. Il criterio € in effetti dedotto supporendo che I'inviluppo agli stati di sforzo limite

sialineae e caatterizzato dai parametri c e @comein Fig. D.3.

Fig. D.3 1l criterio d Mohr-Coulomb (atratto continuo) e di Guest-Tresca (atratto punto)
comeinviluppo degli stati di sforzo limite nel piano d Mohr

Le (D.21) definiscono un doninio che nell o spazio degli sforzi principali ha forma di una

piramide esagonale (in generale non regolare, anche se dotata di tre piani di sSimmetria) con
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as®e mincidente mn l'asse idrostatico (v. Fig. D.5a). Assegnata una coppadi parametri a e k
che definiscono un cono d Drucker-Prager nello spazio degli sforzi principali, s puo
fadlmente cdcolare I'espressone della piramide di Mohr-Coulomb in esso inscritta mediante

la soluzione del seguente sistema:

buclEr0=5)=00@En  (OEDN

(D.22)

¢Mc(€=%,r:0,6j:o (06)

La seconda delle due equazioni impore dla piramide di avere lo stess vertice del cono,
mentre la prima cndzione impore atre dei sei spigoli della piramide (ne basta uno solo, per
simmetria) ivi incidenti di essre pure delle generatrici del cono (in pratica é sufficiente
imporrela(D.224) solo per £=0). Con kanali passagg s ottiene:

3a _J/3(3-sing)
c=Y2A27INP)
2 ++/3a 6cos

(D.23)

La(D.234) consente di ricavare immediatamente @e, qundi, la(D.23b) forniscec.
Il cdcolo della piramide di Mohr-Coulomb inscritta nel cono d Drucker-Prager si eff ettua

risolvendoil seguente sistema:

¢MC(E:01r:\/§k’9:y):0
- K o _oal=
¢MC(E—\/_3a,r—O,9)—O (06) (D.249)

= 23

La seconda eguazione impore, come gia oservato, la wincidenza dei due vertici, mentre la
primaimponre dlapiramide di passare per i purti ove si deve avere latangenzatra piramide e
cono, per i quai purti s ha 6=y, esendo il valore di tale angolo definito dalla terza
condzione, ricavata con semplici osservazioni geometriche. Risolvendo la (D.24b) rispetto a
c e sostituendo I'espressone ottenuta nella (D.24a) e, quindi, risolvendo quest’ultima rispetto

a pe sostituendo rella (D.24c) s ricava, doposemplici passaggi:
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3 J3sin(y + m1/3)
1
——=——cosy + /3
tany = = |2 Y3 AN (D.25)
J3 - J3sin(y + m1/3)
1
——=——cosy +1/3
T3a Sy +11/3)
La(D.25) fornisce y, dopo d che epossbilericavarei parametri ce ¢
sng= V3sin(y +m3) czktﬂo (D.26)
i—cosy(y+71/3) s
J3a

D.5 Criterio di snervamento di Guest-Tresca

Il criterio d Mohr-Coulomb include come cao particolare quello d Guest-Tresca (GT),
qualora sia ¢=0 e scompaia pertanto ogni riferimento alla cmporente idrostatica dell o stato
di sforzo (cio che rendetale aiterio particolarmente alatto a materiali metalli ci).

Nel caso dd criterio GT laretta inviluppo agli stati di sforzo limite nel piano d Mohr e
orizzontale (Fig. 3) elapiramide di Mohr-Coulomb dviene un grisma esagonale regolare @n
as®e wincidente dl’asse idrostatico (Fig. 5b).

Le equazioni che definiscono la superficie di snervamento possono essere ottenute dalle
(D.21) per ¢=0. Formulato in termini di sforzi principdi il criterio GT assume la seguente
sempliceforma:

max{ |o, -o,| ; |o,-o,| ; |o, -0 }<o, (D.27)
Dall a rappresentazione nel piano d Mohr si deduce immediatamente, considerando unostato
di tensione moncessae de porti a snervamento il materiale (eqn. (D.8)), s deduce

immediatamente che s ha

T, _C
—0_"~ D.28
) (D.28)

esendo 1o il valore del masimo sforzo d taglio cui il materiale pud essre soggetto,

O,

determinabil e mediante una prova di torsione e die evidentemente wincide cnla mesione

(per tale motivo il criterio d Guest-Tresca € ache detto “del massmo taglio”).
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@ (b)

Fig. D.4 Dominio di snervamento di Drucker-Prager (a) e di von Mises (b) nello spazio degli sforzi principali

€Y (b)

Fig. D.5 Dominio di snervamento di Mohr-Coulomb (a) e di Guest-Tresca (b) nello spazio degli sforzi principali
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