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Si sviluppa la teoria dell’adattamento ( B�CEDEF%G�H$I/J�K ) quasi-statico di continui elastoplastici

non associati nell’ambito di una formulazione discretizzata per mezzo del metodo degli

elementi finiti nell’approccio innovativo in variabili generalizzate nel senso di Prager. Si

affronta il problema mediante tecniche di programmazione matematica, per mezzo di un

approccio di natura statica ed uno di natura cinematica, mettendo in evidenza le relazioni di

dualità da cui essi sono legati. Si sviluppano e verificano con alcuni esempi degli algoritmi

risolutivi per l’approccio cinematico nel caso associato con plasticità perfetta e criterio di

snervamento di von Mises o Drucker-Prager, fornendo un’estensione capace di gestire

condizioni di periodicità. Si estende inoltre la teoria al contesto di materiali bifase poroplastici,

con particolare riferimento alle tecniche di delimitazione ( LMIENOKEHEB ) delle grandezze meccaniche

in fase post-adattamento. Infine si dimostra un teorema che generalizza il classico teorema

statico dell’adattamento al caso di materiali bifase con scheletro solido passibile di

danneggiamento.
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� ��KEB� G��+G H$G%�+K$N!�+G����� G�D����  (ovvero uno spazio euclideo ad una
dimensione)

� n ��KEB� G��+G H$G%�)8 GE&�& I!�� � G�D���� DEH K � I!�	�'IOK$G�K'&1�  (ovvero uno spazio
euclideo ad K  dimensioni)

� �∈ significa che ��D �"��D"�*&1� G�K$G!D�����O ��KEB� G��+G��
� 	∉ significa che ��K$IOK D �"��D"�*&1� G�K$G!D
�
� � � �

⊆ ⊇, significano entrambi che  J NOK B IB&�& I"��KEB� G��+G H���� , il primo
mediante l’ espressione  J�� IOK'& G�K$NB& I ��K I � I"��K��%��H$G � IOK�� , il
secondo con l’ espressione � � IOK'&1� G�K$GID� I"��K��%��H$G$� IOK�

� � � �
⊂ ⊃, significano entrambi che  J NOK B IB&�& I"��KEB� G��+G;��� IP���� I H���� , il

primo mediante l’ espressione  JD� IOK'& G�K$NB& I ��K � ��D K$IOK � I"��K��%��H$G
� IOK " � , il secondo con l’ espressione � � IOK'&1� G�K$G � ��D K$IOK;� I"��K��%��H$G
� IOK " 



� �
∪ NOK�� IOK$G H�� �+� IOK  , formata dai punti appartenenti ad almeno uno

dei due insiemi

� �
∩ ��K'& G���B G*�*� IOK$G H���� � IOK  , formata dai punti appartenenti ad

entrambi gli insiemi

� �
\ H�� �,�OG�� G�K��AD ��KEB� G�����B*&1����DL&-��D � G  , formata dai punti appartenenti

a �  ma non a 

� �× ��� IOH$IB&�& I ��D"�*& G�B��DEK$I�H�� � G  , formato da tutte le coppie ordinate�
�E# � "  con � ∈�  e � ∈ 

∅ ��KEB� G��+G$8 NEIB& I
�; @ insieme formato dal solo elemento �

[a,b] insieme chiuso formato dai punti �  tali per cui a ≤ � ≤ b.

(a,b) insieme aperto formato dai punti �  tali per cui a < �  < b.

(a,b] insieme aperto formato dai punti �  tali per cui a < �  ≤ b.

[a,b) insieme aperto formato dai punti �  tali per cui a ≤ �  < b.

∂	 ��� IOK'&1� G���D H$G%����O ��KEB� G��+G  � , formata da tutti i punti non interni e
non esterni a �

:= N0/ NODE/M����DEK��AD �'G���H$G-�!��K��-�*� IOK$G

 �

≡ significa che �>� I"��K��%��H$G$� IOK  (cioè è identicamente uguale a) /

∀ significa �'G��'I0/ K��
∃ /∃, significano rispettivamente: G�B��B*& G  e K$IOK�G�B��B*& G

:, | significano entrambi & D�� G$��C$G , ovvero B IB&�& ID��D;� IOKEH��-�*� IOK$G
�  �  � ⇒ ⇔ ⇐, , significano rispettivamente: ����������������� , ����� � ��!��"���#���  e ��$

�������������&%('*) �+�  (cioè �,�������������-� )

¬. /"�102�435��'6/"�7)"�&�  (“non a”)

8:9 8:9∧ ∨, significano rispettivamente ;1���<�<;1���=�  e �='>� ���6?1�@�<'>� ���6?1�
��/&%A?B� �*�4�

C indica (in quanto scritto in grassetto) un !��D%�%('6?1�
E F %A?B� ;G��'6;5%('*)"���2!��D%�%('6?1�  C



� � � �≥ >, significano che per ogni componente ���  e ���  dei vettori �  e � ,
aventi la stessa dimensione, risulta rispettivamente ��� ≥ ���5�	��� > ��� 


� � � �≤ <, significano che per ogni componente ���  e ���  dei vettori �  e � ,
aventi la stessa dimensione, risulta rispettivamente ��� ≤ ���5�	��� < ��� 


�� � �&%A?1����� ��)"��/&%(� %�� di dimensioni / × / ; se non specificate, le
dimensioni sono deducibili dal contesto

�����
× � �&%A?1����� /"� ����� di dimensioni � × / ; se non specificate, le

dimensioni sono deducibili dal contesto

��� !��D%�%('6?1�7/"� ����' di /  elementi; se non specificate, le dimensioni sono
deducibili dal contesto

∇ =

∂
∂

∂
∂

�

!
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'
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)= ∂
∂

)"��?1��!��&%A�-)"�*�,?1��;G���D%�%('*�"��� !�� ?1���&�4����� %(������'6?B�"��� %

B indica il ;1��;5%(��� �  meccanico (un continuo o una struttura)

Be ;1��;5%(��� � ����� ;5%(����'�+�' ��'6?1' ����� ;5%(����'-,.�6� %�%(�A35��'  corrispondente a B

Ω Γ, := ∂Ω indicano rispettivamente il dominio spaziale occupato dal sistema
e la sua superficie

δ / 0
132
142:

( )

( )
=

=
≠

%
&
'
1

0
;1���*�4' ��'*)"�65 ?1'6/"���87 ��?

σ 9 : , σ tensore degli ; �6'6? 35�  scritto rispettivamente come un tensore e

come un vettore (v. pag. XIV)

� � ?1��;B;1��'6/"�7)"���*�6��� ��)"'  in un materiale bifase

σ 0 ; �6'6? 35'*)"�&;B/"��?1!�� � ��/&%('*� '6/"'6� ;B;1���"���

; < =>< =
:= 1

3
σ δ ��'6����'6/"��/&%(� ��) ?1'6;5%A�&%(�����-)"������'*; �6'6? 35'



� �� ��� �
1 3:= =σ δ ���	��
����
�����������������	���������������� �	��!��"��� #����%$&�
'%( ) , * �	������
��������+�	��!��"�,� #����%$&�  scritto rispettivamente come un tensore e

come vettore (v. pag. XIV)

- ./.0 120 1
2

1

2
:= ���	��
����
����� ����3�����	���	�����	������
�������� �	��!��"��� #����%$&�

σ 4 56 6
, σ tensore degli � #����%$&� ����	�7#����	�8�7
��������� ����
�&���"3��  scritto

rispettivamente come un tensore e come un vettore (v. pag. XIV)

ρ 9 : , ρ tensore degli � #����%$&�;���������	<�  scritto rispettivamente come un

tensore e come un vettore (v. pag. XIV)

ε = > , ε tensore delle piccole �	�7#����?�@
A$&�"���	�CB8���D�7
	�"� E  scritto rispettivamente

come un tensore e come un vettore (v. pag. XIV)

ε F GH H
, ε tensore delle piccole �	�7#����?�@
A$&�"���	� ����
�&���"3�I	�  scritto

rispettivamente come un tensore e come un vettore (v. pag. XIV)

ε J KL L
, ε tensore delle piccole �	�7#����?�@
A$&�"���	� �M��
�&���"3�I	�  scritto

rispettivamente come un tensore e come un vettore (v. pag. XIV)

ε N O �	�7#����?�@
A$&�"���	���M��
�&���"3�
P����"<����Q�7���"3�


ζ , ζ R  , ζ S ��
����
A$&�"���	�T�	�U3����������	<D���V�	�W#��"<���	�  rispettivamente totale,
reversibile ed irreversibile in un materiale bifase

<�X vettore degli �Y�M���&�7
���������
Z X vettore dei #��"<��?���  del fluido in un materiale bifase
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�
( )⋅ � �M���?
�������� �	� 3����Q! ��<���A$c
  (v. pag. XV)

λ vettore dei ����8��� �M�"�"3�
����������M��
�&���"3��
Φ vettore dei �M�D�����A$&��
	�"���M��
�&���"3��
ϕ vettore delle componenti della ��< �M��� #��"3��"� �	���?�	������
���������

φ indica indifferentemente entrambi i precedenti vettori qualora essi
coincidano (caso di legge di scorrimento associata)

χ � � , χ tensore delle ��
����
�]A�"�"� ���������?�	� �&�7
����"3�I	�  scritto rispettivamente

come un tensore e come un vettore (v. pag. XIV)

η � � , η tensore delle ��
����
�]A�"�"� ���������?�	�_3����	���@
����"3�I	�  scritto rispettivamente

come un tensore e come un vettore (v. pag. XIV)

ϑ � � , ϑ tensore delle ��
����
�]A�"�"�W�&�7
����"3�I	� �	���W�
��	��!!���
���������  scritto

rispettivamente come un tensore e come un vettore (v. pag. XIV)

ω � � , ω tensore delle ��
����
�]A�"�"�_3����	���@
����"3�I	� �	���2�
��	��!!���
���������  scritto

rispettivamente come un tensore e come un vettore (v. pag. XIV)

Ψ �@
��7���"3�� �	���"�"�	#�<��A$&�"���	���	� #����?�@

� �����?���"���	�_���P��
����
�]A�"�"��!����	���?
	�"�7$?$c
����  della grandezza �
ρ 	 ��
\��������� �M<��������	�� 
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	3��D]A��
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� d Programmazione convessa (
� ���	���'� d���� ! �?
�@�����Q! )

a d Criterio di snervamento di Drucker-Prager

� ) Criterio di snervamento di Guest-Tresca

[@[ e
Criterio di snervamento di Huber-Hencky-von Mises

0�01)
Condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

�2�
Analisi limite (

� �����8� � �
	� 3 ����� )



� d Programmazione lineare (
� ���	��
� d���� ! �?
�@�����Q! )

e ���
Metodo degli Elementi Finiti

e �
Criterio di snervamento di Mohr-Coulomb

e d Programmazione matematica (
e 
��7I	���@
����"3�
	��d���� ! �?
�@�����Q! )

��� d Programmazione non lineare (
� ��� � ���	��
� d���� ! �?
�@�����Q! )

d�� � Lineare a tratti (dM�"��3���� ����� � ���	��
� )
� a

Adattamento (
� I
�� ���	�
	�� )

���(�+`"���*$&!'�(��� � ^ ��� a��  ! `+�%$&!'�(��! � � ^ � �! � d �  �/)&�  ! a�!���� �  ���*$&!#� �!

Si è convenzionalmente fatto riferimento a vettori come a matrici costituite da una sola

colonna e si è definito l’ operatore di derivazione rispetto al vettore   come di seguito:

∇ ⋅ = ∂ ⋅
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(I)

Ciò stante, la derivata di una funzione vettoriale �  ( � ×1) di variabile vettoriale   ( � ×1)

rispetto ad   si effettua eseguendo il normale prodotto matriciale righe per colonne tra

l’ operatore di derivazione rispetto a   e � :
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La precedente definizione coincide con quella di gradiente di una funzione vettoriale. Per

� =1, si ha:
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∂
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(III)

Derivando una seconda volta il gradiente di y(  ) si ottiene la matrice hessiana:
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Nel caso di funzioni e variabili vettoriali, la regola di derivazione della funzione composta si

scrive nella forma

∂
∂

= ∂
∂

⋅ ∂
∂
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( ( ))

(V)

Si noti inoltre che risulta
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������� �"!#�$�&%(')%��*�"�$+,!-�/.*%102%,+1%,�3�4!5�4%,�768�$+,!-�/.*!

Sforzi, deformazioni, variabili interne cinematiche e statiche sono grandezze tensoriali per le

quali si è spesso utilizzata una rappresentazione in termini vettoriali. Ad esempio il tensore

degli sforzi

σ
σ σ σ
σ σ σ
σ σ σ
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(VII)

si scrive, sfruttando la simmetria delle componenti extra diagonali (σ ; < =σ<=; ), come vettore di 6

soli elementi, nella forma

σ =
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τ
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(VIII)

Analogamente il tensore delle deformazioni
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(IX)

si scrive, sfruttando la simmetria delle componenti extra diagonali (ε ; < =ε<=; ), come vettore di 6

soli elementi, nella forma

ε =
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(X)

Il fattore 2 che moltiplica le componenti miste del vettore delle deformazioni ha lo scopo di

conservare il prodotto scalare:

σ ε σ ε� ��� � � ��� ���
�

= =
==

∑∑
1

3

1

3

σ ε (XI)

Analoghe considerazioni valgono per la coppia costituita dalle variabili interne cinematiche

e statiche. Spostamenti e deformazioni sono legati dalle equazioni indefinite di congruenza, le

quali si scrivono

ε � � �	� �
�
�� �= + = ∇ + ∇1

2

1

2, ,3 8 2 7  (XII)

Introducendo l’ operatore di congruenza 
�

, che si scrive
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(XIII)

le (XII) si possono scrivere in forma adatta alla notazione vettoriale

ε = � � (XIV)

ovvero, per esteso,
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(XV)

Grazie all’ operatore 
�

, le equazioni indefinite di equilibrio

σ � �	� �
, + = 0 (XVI)

si possono scrivere in forma adatta alla notazione vettoriale
��

σ + =
� �

(XVII)

ovvero, per esteso
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(XVIII)

Si introduce la matrice 
�

 che proietta il vettore σ nella direzione della normale (uscente)

alla superficie del continuo considerato. 
�

 risulta essere funzione del punto e si scrive
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(XIX)

Grazie ad � , le condizioni al contorno di equilibrio

σ � ��� �� �= (XX)

si possono scrivere in forma adatta alla notazione vettoriale
�

σ = � (XXI)

ovvero, per esteso,
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