
��
7HRULD�H�PHWRGL�GL�GHOLPLWD]LRQH

�ERXQGV��LQ�SRURSODVWLFLWj

���������	��
���
  Dopo avere introdotto i concetti salienti della teoria della poroplasticità ed

esteso la descrizione in variabili generalizzate a tale contesto, si generalizzano i risultati
dell’analisi dell’adattamento allo studio di materiali bifase, ponendo particolare enfasi sul
teorema statico e, soprattutto sullo sviluppo di tecniche per la delimitazione dall’alto
( ����������� ) di quantità meccaniche in fase post-adattamento. Si eseguono alcuni esempi
numerici su di un semplice sistema e si confrontano i risultati con quelli dedotti mediante
analisi evolutive.

����&HQQL�DOOD�WHRULD�GHOOD�SRURSODVWLFLWj
�����������! #"%$'&)(+*�,.-+ #/1032104(151"% #6)(+0%$'*751 #"% #5)(+*#8�9�-+:% 

Di seguito si espongono succintamente le equazioni che governano il comportamento

meccanico di un mezzo bifase di natura poroplastica (per una esposizione dettagliata della

teoria della poroplasticità e della poroelasticità si vedano ;�<�=?>�>A@  [27], BDCFEG<�=?H�I�J+@KCL;NMOC�IFP
[29], Q�C�RTSU>TCWVOX�M�HYC[Z?\AC�H  [47]), nell’ ipotesi di piccoli spostamenti e deformazioni ed in condizioni

di carico quasi-statiche. Si assume inoltre l’ ipotesi di perfetta saturazione del materiale, la

quale, pur non essendo sempre verificata nella realtà, è spesso accettata ai fini della

semplificazione della teoria.
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Si indica con Ω il sottoinsieme di � 3 occupato dal sistema poroplastico in esame e con Γ la

sua frontiera. Γ viene suddivisa in una porzione Γu sulla quale sono assegnati gli spostamenti

della fase solida ed in una porzione Γt sulla quale sono assegnate le trazioni superficiali.

Analogamente Γ viene suddivisa in una porzione Γp sulla quale è assegnata la pressione del

fluido ed in una porzione Γq sulla quale è assegnato il flusso di questo. Al solito, le componenti

delle due coppie sono tra loro complementari e disgiunte: Γu ∪Γt =Γ, Γu ∩Γt =∅, Γp ∪Γq =Γ,

Γp ∩Γq=∅. Siano ���  e Z��  le assegnate forze di volume cui sono soggette, rispettivamente, la fase

solida e la fase fluida. Con ��� �  si indichi la permeabilità (in generale anisotropa) del mezzo

bifase, in generale variabile nello spazio ma assunta costante nel tempo.

Le equazioni governanti il problema poroplastico sono le seguenti:

• �
	�������������������
�����������
����  per lo scheletro solido

ε � � ��� ���  = + ∀ ∈1

2 , ,3 8 ! Ω (7.1)

• �
	�������������������
	����#"���$������  per il solido bifase

σ % &�& %', + = ∀ ∈0 ( Ω (7.2)

• �
	�������������)�����
����*+�������#*+,  (conservazione della massa)
-

,ζ = − ∀ ∈.�/+/ 0 Ω (7.3)

• "��
�����)����12����43 (di derivazione empirica)
5 687 6:9; ; <=< ; <><= − + ∀ ∈, ? Ω (7.4)

• ������#*+�A@��#*+,  dei contributi reversibili ed irreversibili delle deformazioni e del contenuto di

fluido

ε ε ε ζ ζ ζB C B CD B CE D E
= + = + ∀ ∈F Ω (7.5)

• GH������"#"��I�
��J+*+�#*+��*+�A@��IK���������"��J+*+���
�  per le componenti reversibili,

σ α δ ε ν
ν

ε δ

ζ αε

L M L M L MN O�ON L M
N O�ON

P Q Q

P R
+ = +

−
= −

%
&
K

'K
∀ ∈

2
2

1 2

2 7

S Ω (7.6)

essendo T  il modulo di taglio del materiale bifase, ν il coefficiente di Poisson drenato, U  il

modulo di Biot ed infine α ∈[0, 1] il coefficiente degli sforzi efficaci di Biot.
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• "��
����������J �
��������GH�
��*+�
� � � � � �
ε

σ
λ ζ λ η λα

α
α

α
α

α� �� � �
� �� �=

∂Φ
∂

=
∂Φ
∂

= −
∂Φ
∂

∀ ∈� Ω (7.7)

essendo Φα σ χ( , , )� � � �	 il potenziale plastico corrispondente all’ α-esimo modo plastico

(α=1,…,@ ).

• ����"�����������������
��GHK�"��
GH�
��*+����#*+,
ϕ ϕ λ λ αα α α α≤ = ≥ = ∀ ∈0 0 0 1


 

,..., � � Ω (7.8)

essendoϕ σ χα ( , , ) �  �� la funzione di snervamento corrispondente all’ α-esimo modo

plastico (α=1,…,� ), per ipotesi convessa.

La formulazione del problema si completa mediante l’ imposizione delle condizioni al

contorno ed iniziali:

• ��������������������� ��������!"��#$���
% % & '( ( ) ( *+* ( ,= ∀ ∈ = ∀ ∈

- -. .Γ Γσ (7.9)

/ / 021 03 3 4 353 6= ∀ ∈ = ∀ ∈
7 78 8Γ Γ (7.10)

• ������������������������������� ���
9 9 : : ;< < < <= = ∀ ∈ =0 0 0= Ω, (7.11)

>@?BAC?EDGFIHKJMLONOPRQ�H"SOSCTCSUHKVXWYPGHKW[Z@TXNRHKTX\]HB^BH]_@POWYPONOT`^BH"SOSCT`QaP

Si procede ora alla discretizzazione del problema differenziale alle derivate parziali (7.1)-

(7.11) facendo ricorso alle variabili generalizzate nel senso di Prager (per maggiori dettegli si

rimanda bGced�fhgifkjClnmod  [55]). In aggiunta a quelle già definite nel Cap.2, è necessario definire

delle nuove coppie di variabili generalizzate per la discretizzazione dei campi delle variabili

introdotte dalla fase fluida e precisamente:

p q( ) ( ) ( ) ( )r r+s r r= =Ψ Ψ ζζ ζ (7.12a)

tvu u+t u u( ) ( ) ( ) ( )= =Ψ π Ψ πw π (7.12b)

Il primo membro delle precedenti coppie è una variabile di natura statica, mentre il secondo è

la variabile cinematica ad essa coniugata; la prima coppia è costituita dalla pressione e dal
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contenuto di fluido, mentre la seconda consta del vettore del flusso di fluido e delle cosiddette

forze di filtrazione, definite come gradiente del campo della pressione:

π � � �� �: ,= − + (7.13)

I potenziali plastici e le funzioni di snervamento risultano definiti in modo analogo a quanto

visto nel Cap. 2, con l’ ovvia aggiunta della pressione del fluido al novero delle variabili di cui

essi sono funzione. Si rimanda al Cap. 2 per la discussione delle interpolazioni capaci di

conservare la convessità e la non positività di tali funzioni e la non negatività dei moltiplicatori

plastici.

Si ponga � � �( ) := −
+

α ν
ν2

1 2

1
� (7.14)

essendo � = 1 1 1 0 0 0 � . Si definiscono poi, in aggiunta a quelli definiti nel Cap. 2, i

seguenti vettori:

	 
 

: ( ) ( )= ∇IΨ Ψ� �  � Ω

Ω

(7.15)

� � �: ( ) ( )= I � ��
Ψ Ψζ ζ Ω

Ω

(7.16)

� ����� �
: ( ) ( ) ( )= IΨ Ψσ� � � Ω

Ω

(7.17)

� ����� �
: ( ) ( ) ( )= IΨ Ψπ π

�  
Ω

Ω

(7.18)

! "#!#"
: ( ) ( )= IΨ $ % & Ω

Ω

(7.19)

' ( (�')(
Γ

Ω

Ω: ( ) ( ) ( )= IΨ * + , - (7.20)

Ciò stante è possibile riformulare il problema poroelastoplastico in termini discreti come di

seguito (per la deduzione delle equazioni si rimanda a .0/2131547698:8<;=6?>)@7;:65A  [13], dove essa è

condotta mediante l’ imposizione in forma debole alla Galerkin delle relazioni governanti (7.1)-

(7.11)):
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• ���������	��
�����
ε = ��� (7.22)

• 
��������������	���

� ��
σ = (7.23)

• 
��������������
����������������������� 
!
ζ = −

"$#%#&
Γ (7.24)

• ��
�����
����(')��	�+*
, - -�.0/ -�1= = − +π (7.25)

• ����������32����� 

ε ε ε ζ ζ ζ= + = +
4 5 4 5

(7.26)

• 67����
	�����8����9������������32��8:����	��
	���9��������

ε σ
;

= +−< =?>1
(7.27a)

ζ σ
@ A

= + −B C D1
(7.27b)

• ��
�����������9E�����	�	��67
������

F F F F F F
ε Φ

σ
λ ζ Φ λ η Φ

χ
λ

G H G H H
= ∂

∂
= ∂

∂
= − ∂

∂I (7.28)

• �	
	���������������������67:���
�67
�������	���� 

Φ Φ λ λ≤ = ≥
J JK8L L

0 (7.29)

���������3����������M�������������	���

N N= O sui nodi di ΓP (7.30)

Q Q= R sui nodi di ΓS (7.31)

���������3���������������3����M���
T T U U= = =0 0 0

V
(7.32)
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Si ponga
� ���

:=
�

(7.33)

� �����
:=

	
(7.34)


 ����
:=

�
(7.35)

� � �
:=

�
(7.36)

� � �����
:= −−1 �

(7.37)

� �����
:= � (7.38)

Con semplici manipolazioni algebriche, qui omesse per brevità, è possibile ottenere dalle

equazioni della poroplasticità le seguenti espressioni compatte:
���! #" $ %

− = + ε &  (7.39)

')(+*-,!./, 0 1�2�3�45 6 6 57 7 7 7
+ + = − + −ε ζ Γ (7.40)

Si richiama l’ attenzione sul fatto che la formulazione in variabili generalizzate garantisce la

conservazione nel passaggio dal problema continuo a quello discreto delle caratteristiche

essenziali: simmetria e (semi)definizione del segno degli operatori, prodotto scalare tra

grandezze coniugate e suo significato energetico, stabilità del materiale nel senso di Drucker.

����7HRULD�GHOO¶DGDWWDPHQWR�LQ�SRURSODVWLFLWj
8#9;:<9>=@?BA�C>DFEGA�CIHKJ<C�LMJ�LNDODFLMPQEGR<DFH

Il criterio di adattamento (3.1) si generalizza al presente contesto tenendo conto degli effetti

dissipativi associati all’ accumulazione irreversibile di fluido. Precisamente, si ha shakedown se,

e solo se, risulta

lim ( ) lim S ( ) lim S S ST T
T

T
UWV U V UTXZY X [ [

→∞ →∞ →∞
= = + −�

�
�
� < +∞I Iτ τ τ

0 0

σ ε ζ χ η\ (7.41)
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8#9;:<9;:�������AGH���� CIPQL	� CIHMR�E�
>CIR�EGLMAGE L DFAGLNDODOC

Nel seguito si supporrà che le funzioni di snervamento siano lineari a tratti, ovvero si

assume

ϕ σ= + − ≤
� ���� �

σ� � � (7.42)

essendo le matrici � �σ , � ed il vettore �  delle costanti. L’ ultimo, in particolare può essere

espresso come
� � �

= +0 λ (7.43)

essendo � 0 il limite di snervamento (costante e positivo) iniziale del materiale ed �  una

matrice, detta di hardening, che si suppone costante e che governa l’ evoluzione del dominio di

snervamento, indicando la modalità in cui traslano i piani definenti ciascun modo plastico. Il

generico termine � αβ descrive l’ effetto sul modo plastico α-esimo provocato dall’ attivazione

del β-esimo; in particolare il generico termine diagonale � αα rappresenta il cosiddetto modulo

diretto di hardening del modo plastico α-esimo. Se �  è simmetrica si parla di hardening

reciproco, non reciproco in caso contrario; nel seguito si supporrà sempre che �  sia

simmetrica. Al fine di escludere il comportamento softening, si supporrà nel seguito che �  sia

semidefinita positiva, ciò che è sufficiente nel caso associato a garantire la stabilità nel senso di

Drucker.

Si assume che anche i potenziali plastici siano lineari a tratti, ovvero che si abbia, a meno di

un inessenziale vettore costante (rispetto a σ e � ),
Φ σ= + +~ ~� ��� �"!$#&%

σ' ( ' (7.44)

essendo 
~ ~) )

σ , *  delle matrici costanti.

Si ponga per ciascuno degli y modi plastici

~
: min

~ ~ ,

( ),

+ ,
,

- ./- - . -
- . -α σ

α α σ
α α α

σ
β β β β α

= +
+ − =

+ − = ∀ ≠

%
&K
'K

(
)K
*Kσ

σ
σ

σ021 1 3 1 1 3
1 1 3

0

0

0

0
(7.45)

essendo 4 σ
α  e 5 0α rispettivamente il vettore riga e lo scalare ottenuti estraendo la α-esima riga

dalla matrice 6 σ  e dal vettore colonna 7 0
α  (in modo analogo si definiscono gli altri simboli
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utilizzati). Si raccolgano in un vettore 
~

:
~ ~ ~�

= � � ���
�

1 � �α gli scalari definiti dalla

(7.45). Data l’ arbitrarietà della costante vettoriale che compare nella (7.44), è lecito assumere i

seguenti potenziali plastici:

Φ σ λ= + − −~ ~ ~� ���
	��
σ

 � 
(7.46)

Si suppone inoltre che risulti

∂
∂

= ∂
∂

= −ϕ
χ

Φ
χ

� �
�� (7.47)

ovvero che i moltiplicatori plastici coincidano con le variabili interne cinematiche:
� � �
η λ λ= =
���

(7.48)

In virtù delle leggi di scorrimento, le altre componenti irreversibili del processo poroplastico

si esprimono come gradiente dei potenziali plastici:

� ~ � � ~ �
ε λ ζ λ
� �

�= =
� �

σ (7.49)

Fig. 7.1  Dominio di snervamento nel caso di approssimazione PWL

 σ, �
 σ
���
, �

 σ, �

 ϕα = �

 
~� α  � α

 
~ 

α
 ! 0α
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Raccogliendo in un’unica matrice � � e 
~

le matrici � � � �σ σ,  e  � �~
,
~

, rispettivamente, è

possibile rappresentare nello spazio multidimensionale delle variabili generalizzate di sforzo e

pressione il dominio di snervamento (7.42) mediante un iperpoliedro caratterizzato da tante

facce quanti sono i modi plastici (v. Fig. 7.1). In particolare, la faccia α-esima avrà come

normale il vettore � α (estratto dalla matrice � ), in generale non coincidente con il vettore 
~� α

(estratto dalla matrice 
~�

) che rappresenta invece il gradiente all’ α-esima falda della superficie

(iperpoliedrica) dei potenziali plastici. Se si sovrappone il vettore delle deformazioni plastiche e

delle variazioni irreversibili del contenuto di fluido al pianoσ, � , per le (7.49) il vettore 
~� α  ne

indica la direzione (essendo il modulo del vettore delle componenti irreversibili definito a meno

di quello del vettore dei moltiplicatori plastici).

Con riferimento alla Fig. 7.1, si consideri ora dal punto di vista geometrico il problema di

MP (7.45). I vincoli definiscono quale regione ammissibile (nello spazio delle variabili di

ottimizzazione σ, � ) la α-esima faccia del dominio (iperpoliedrico) poroelastico delimitato

dalla superficie di snervamento (7.42) e la soluzione ottima 
~ 

α rappresenta la minima distanza

dei punti di tale faccia dall’ origine dello spazio. Nel caso associato (coincidenza dei potenziali

plastici con le superfici di snervamento e quindi delle normali � α e 
~� α ) risulta evidentemente

~� �
α

α= 0 .

�
	��	����������������������� ����!"!�#%$���&('���&*)�#%'���$+����!�#�&*),��-+#����"),),������#

Nello spirito dell’ approccio alla Colonnetti utilizzato nella teoria della plasticità, anche in

ambito poroplastico è possibile definire una risposta poroelastica fittizia quale risposta ai

carichi esterni di un sistema (Be) identico a quello in esame (B) per geometria e proprietà

poroelastiche ma privo di limiti di snervamento e pertanto caratterizzato da un comportamento

indefinitamente poroelastico (lineare). Per il principio di sovrapposizione degli effetti,

sommando alla risposta poroelastica fittizia la risposta indefinitamente poroelastica (lineare) di

Be all’ imposizione di ε ζ
. .
 e  si ottiene la risposta poroplastica effettiva di B.

Nel seguito la risposta poroelastica fittizia sarà indicata con l’ apice e. Per semplicità si

tratterà il caso (peraltro di notevole interesse ingegneristico) di azioni esterne che si ripetono

ciclicamente nel tempo, ciò che consente di considerare la sola risposta poroelastica a regime,
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trascurando l’ influenza delle condizioni iniziali, che decade nel tempo con velocità dipendente

dalle caratteristiche del sistema e che può comunque ritenersi virtualmente estinta dopo un

transitorio più o meno lungo.

Sotto tale ipotesi la risposta poroelastica a regime, indicata con pedice s ( � �������	� � �
����� ), ai

soli ε ζ
. .
 e  è ottenuta eliminando tutte le derivate (temporali) ed i riferimenti ai carichi esterni

dalle (7.40),(7.39),(7.24). Si ottiene, nell’ ordine,
� � = (7.50)

� � �� �= −1 ε (7.51)
� �� = (7.52)

σ ε� �= � (7.53)

essendo, analogamente alla (2.151),
� ����� � � �

:= −−1 !
(7.54)

Si dividono inoltre i carichi esterni in due categorie a seconda che siano variabili (indicati

con un singolo apice ’ ) oppure costanti (indicati con un doppio apice ’ ’ ) nel tempo, ed

assumendo che solo i primi siano amplificati da un moltiplicatore µ (ciò che è solitamente

verificato nelle applicazioni, ad esempio nel caso tipico in cui i carichi costanti siano costituiti

dal peso proprio). Ciò stante, per il principio di sovrapposizione degli effetti, si ha

σ σ σ
" " " " " " " " "# # # # # #
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= ′ + ′′ = ′ + ′′ = ′ + ′′µ µ µ$ $ $ % % % (7.55)

Si definiscono di seguito i cosiddetti vettori inviluppo, la cui α-esima componente

(α=1,… ,y) costituisce la massima proiezione degli sforzi e della pressione di una risposta

poroelastica fittizia nella direzione del gradiente della α-esima falda della superficie di

snervamento e della superficie dei potenziali plastici, rispettivamente,

& ' ')( & &
: max ( ) ( )= + = ′ + ′′* +-, .+/,0 0

σ µσ> C (7.56a)

~
: max

~
( )

~
( )

~ ~& ' ')( & &
= + = ′ + ′′* +-, .+/,0 0

σ µσ> C (7.56b)

corrispondendo gli addendi all’ ultimo membro ai carichi variabili e costanti, rispettivamente.
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�
	��	������+��$+��� #%&*)�# ),��-+�%����!"!���#���# ),)�#�� �+�)��

Sulla base delle considerazioni preliminari svolte nei precedenti paragrafi, 	�
����� � � ��� ��� ��� ���
[12,13] hanno dimostrato un teorema che estende i classici risultati basati sul teorema di Melan

alla teoria della poroplasticità. Rispetto al più semplice teorema di cui al Cap. 3, la novità

sostanziale è l’ introduzione della pressione, che impone di considerare un dominio di

snervamento nello spazio delle variabiliσ, � anziché solamenteσ , e dalla presenza della variabile

temporale anche in condizioni quasi-statiche, poi eliminata grazie ai vettori inviluppo (7.56).

Per i dettagli e le dimostrazioni si rimanda agli articoli sopra citati.

Il teorema statico permette di ricondurre la determinazione di un limite superiore ( � sup) ed

uno inferiore ( � inf) al coefficiente di sicurezza all’ inadattamento ( � ) alla soluzione due problemi

di programmazione matematica, che coincidono nel caso associato, permettendo di trovare

proprio �  anziché solo una delimitazione. Precisamente, si ha:
� � �

inf sup≤ ≤ (7.57)

essendo

�
inf

,
max |

~ ~ ~ ~
, ,= ′ − ≤ − ′′ ≥ ≥

µ
µ µ µ

λ
λ λ

� � ��� �
0> C (7.58a)

�
sup

,
max | , ,= ′ − ≤ − ′′ ≥ ≥

µ
µ µ µ

λ
λ λ

�  ! � "
0 0= B (7.58b)

ed avendo posto (si noti la dissimmetria presente nella definizione (7.59b) a causa della non

associatività):
~

:
~ ~

:
~# $ %'&(% # $ %)&�%

= − = −σ σ σ σ

* *
(7.59)

�
	��	�+����+��$+��� #%-�������� # ),��-+�%����!"!���#���# ),)�#�� �+�)��

La dualizzazione (v. App. A) dei problemi di MP (7.58) permette di dedurre

immediatamente un teorema cinematico dell’ adattamento (dovuto a 	�
����� � � ��� �,� ��� ���  [13]).

Precisamente si ha:

- . .
inf min

~ ~
|

~
, ,

~= − ′′ ′ ≥ ≤ ≥
λ

λ λ λ λ
/�0 0 1 2 24 9J L1 (7.60a)

3 4 4
inf min | , ,= − ′′ ′ ≥ ≤ ≥

λ
λ λ λ λ

5 6 6 7 8 8
0 12 7J L (7.60b)
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Si noti che il contributo dei carichi costanti è quello di diminuire (o aumentare, a seconda del

segno) il vettore delle “resistenze”, che nel caso associato coincide con � 0.

Dai programmi (7.60) si può dedurre un teorema che generalizza al contesto poroplastico i

classici risultati basati sul teorema di Koiter. Viceversa è parimenti possibile dimostrare tale

teorema direttamente, con considerazioni di carattere fisico, e poi dedurre da esso le (7.60).

����7HFQLFKH�GL�GHOLPLWD]LRQH��ERXQGV�
Di seguito si sviluppano delle tecniche di programmazione matematica che permettono la

delimitazione di grandezze meccaniche in fase post-adattamento, estendendo al contesto della

poroplasticità i risultati ormai classici validi nel più ristretto ambito della teoria della plasticità.

Per un’ esposizione di questi ultimi si rimanda ai lavori di �������	�
����������������  [57], ��������������  [83],� �����������  [21], �������	�  [53], �����������	� �!���������  [64], �"�����#����������  [65], 
� �%$"&���'(�)�!���������  [8].

Per semplicità ci si limita al caso di leggi di scorrimento non associate e ad assenza di

incrudimento, benché sia possibile generalizzare la trattazione anche a tale contesto. Si ricorda

che per le ipotesi fatte le funzioni di snervamento ed i potenziali plastici coincidono:

φ σ σ, * + +,*.-2 7 = + −σ

/ 0 /
(7.61)

la matrice 1  è nulla e le delle matrici 2 2 e 
~

 (7.59) coincidono:
3 465�4

:= − σ σ

7
(7.62)

In particolare, tenendo conto del fatto che la massimizzazione nel tempo non ha effetti su una

funzione costante nel tempo, la componente dei vettori inviluppo relativa ai soli carichi costanti

si scrive:

′′ = ′′ = ′′ + ′′8 8 9 9,:~
σ

;=< >;?<
σ (7.63a)

Dalla (7.63a) consegue un’ espressione che sarà utile in seguito:

′′ = ′′ + ′′ = ′′ + ′′@ A B A BC D C D C E D C E D C EF F F F F
λ σ λ λ σ ε ζσ (7.63b)

Convenzionalmente si assume � =0 quale istante iniziale del processo poroplastico e, per

brevità, non si sono considerano stati di snervamento preesistenti a tale istante.
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In quanto segue risulta utile fare riferimento alla quota parte di sforzi e pressione dovuta

alla presenza dei soli carichi variabili, eliminando invece quella dovuta ai carichi fissi. Allo

scopo si definisce:

σ σ σ′ = − ′′ ′ = − ′′: :
� �� � � (7.64)

Si noti che, considerando ad esempio gli sforzi, mentre in ambito (indefinitamente)

poroelastico per il principio di sovrapposizione degli effetti i carichi variabili e quelli costanti

intervengono linearmente nel produrre gli sforzi σ ! :

σ σ σ
" " "

= ′ + ′′ (7.65a)

al contrario in ambito poroplastico essi intervengono in modo generalmente non lineare, a

causa delle plasticizzazioni e, quindi, dello stato di sforzi residui da esse indotto (che in

generale dipende sia dai carichi fissi che da quelli variabili, ma in modo non lineare):

σ σ σ ρ= ′ + ′′ +
# #

(7.65b)

Si noti ancora che, in virtù della (7.64) e della (7.65b), la σ′ dipende in ultima analisi anche dai

carichi fissi, tramite la ρ.

Nel seguito si farà riferimento, indicandolo con il pedice s , ad uno stato fittizio, a transitorio

esaurito (cioè a regime) ed in condizioni di adattamento del sistema (cioè corrispondente a

carichi nei confronti dei quali il sistema è in grado di adattarsi) quando il moltiplicatore dei

carichi è pari ad $ ; senza alcun pedice si indicherà invece lo stato effettivo del sistema in fase

post-adattamento (che non è unico ma dipende dalla storia di carico cui è soggetto il sistema).

Ciò stante, si consideri preliminarmente che, per complementarità, risulta:

φ σ σ λ
% & &′ + ′′ ′ + ′′�
��

�
�� =, '( ( 0 (7.66a)

Ovvero, tenendo presente l’ espressione lineare a tratti delle funzioni di snervamento (7.61) e le

leggi di scorrimento:

                                               
† Quanto segue si basa sulla teoria sviluppata da )+*-,�,/.10�23234  [11].
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σ σ ε ζ λ′ + ′′�
��

�
�� + ′ + ′′�

��
�
�� − =

� � � � � � �� � �� � � 0 (7.66b)

Riorganizzando i termini e ricordando la (7.63b), dalla precedente si ottiene:

σ ε ζ λ′ + ′ = − ′′
��� � � �	 	 	
 � �0 5 (7.66c)

Si consideri ora uno stato fittizio in condizioni di adattamento per un valore del

moltiplicatore dei carichi pari ad $ , così come detto in precedenza. Per la condizione necessaria

di adattamento (del teorema statico), si ha:

φ σ σ � � � �′ + ′′ ′ + ′′�
��

�
�� ≤, � � � (7.67a)

Trasponendo e postmoltiplicando per gli incrementi dei moltiplicatori plastici (non negativi)

corrispondenti allo stato effettivo del sistema, si ottiene:

φ σ σ λ
� � � � �� �′ + ′′ ′ + ′′�
��

�
�� ≤,
�� � 0 (7.67b)

Poiché le funzioni di snervamento sono per ipotesi convesse, risulta:
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Dopo avere eliminato i termini opposti presenti nelle parentesi quadre, trasponendo e

postmoltiplicando per gli incrementi dei moltiplicatori plastici (non negativi) corrispondenti allo

stato effettivo del sistema, si ottiene:
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(7.68b)

Per la (7.67b) la precedente diviene:

0 ≥ ′ + ′′ ′ + ′′�
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φ σ σ λ σ σ φ
σ

λ φ λ
� � � � � � � � �

� �,
� � �� � � � � (7.68c)

Ovvero, tenendo presente l’ espressione lineare a tratti delle funzioni di snervamento (7.61) e le

leggi di scorrimento:
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Dopo avere eliminato i termini di segno opposto, ricordando la (7.63b) si ottiene dalla

precedente:

σ ε ζ λ σ ε ζ
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(7.68e)

Ovvero, riorganizzando i termini,

− ′ − ′ ≥ − − ′′σ ε ζ λ�
� �

�
� � �

�
� � �� � �1 0 5 (7.68f)

Si sommino ora membro a membro la (7.66c) e la (7.68f); raccogliendo i termini afattor

comune si ha immediatamente:
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Sommando e sottraendo ai termini tra parentesi i contributi indefinitamente elastici dei carichi

costanti, si ottiene:

σ σ σ σ ε ζ λ′ + ′′ − ′ − ′′�
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1 0 5 (7.69b)

Per le definizioni (7.64) e tenendo presente che i carichi costanti, in quanto tali, sono i

medesimi per lo stato fittizio e per quello effettivo, si ha:

σ σ ε ζ λ− + − ≥ −�
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�
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(7.69c)

Integrando nel tempo la precedente (che vale ad ogni istante) si ottiene immediatamente:

σ σ ε ζ λ− −�
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0 (7.70)

L’ espressione a primo membro è dipendente dal particolare percorso di carico seguito dal

sistema e si cerca una funzione che ne fornisca una delimitazione superiore.

?A@CBEDGFIHJFLKNMPOQFIRTSA?VUW?XDGDYMZBE[X?A@\@CFIRTSA?
Preliminarmente, si considerino le (7.39)-(7.40) scritte con riferimento all’ imposizione dei

soli termini permanenti ( ] ]ε ζ
^ ^
 e ) quali condizioni di sollecitazione:



CAPITOLO  7

7.16

������� �
− = ε

�
 (7.71)

	�
������� �� � �� � � �
+ + = −ε ζ (7.72)

Ricavando gli spostamenti dalla (7.71) e sostituendoli, previa derivazione, nella (7.72), si ha:

��� � ��� �������  ! " " "
− + + = −1 # # # # #

ε ε ζ+4 9 (7.73)

Ponendo
$ %'&�( &

:= + −
)

1
(7.74)

* + ,.- /0 1 1:= − + −1
(7.75)

e riarrangiando i termini nella (7.73) si ha

2�3�4�3 56 6 6
+ = − −7 8

7 7
ε ζ (7.76)

Sostituendo le leggi di scorrimento, si ottiene:

9�:�;�: < =><? ?
+ = − +@ @ A

σ4 9λ (7.77)

ovvero, posto
BC C D>C

:= +E E F
σ (7.78)

si ha il seguente sistema di equazioni differenziali ordinarie, del primo ordine, lineari e a

coefficienti costanti

G�H�I�H JK K
+ = − L λ (7.79)

Risolvendo la (7.79) si ottiene immediatamente‡

M M NPOQSR QTR
( ) U ( )( )V W W XY Y

Y
= −− − − −− −I1 1

0

1

0

τ τ τ
Z

λ (7.80)

[]\_^a`cbedgf�hi\kj]lnm�lpoqorhtsnhc`clu^vdvwxlpbphi\kbpl

Si ritorni ora al problema di delimitare superiormente il primo membro della (7.70). Si noti

che dalle equazioni governanti della poroplasticità segue facilmente:

                                               
‡ Come è facile verificare sostituendo la (7.80) nella (7.79)
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Sostituendo la (7.81) nella funzione integranda che compare nella (7.70), si ottiene

σ σ ε ζ ε ε ε ε ζ− − = − − −����� � � � � �� � � � � � � � � � �2 7 2 7 4 9 2 7 2 7
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Tenendo presente che a regime ed in condizioni di adattamento risulta � �ε ζ !  
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Nelle precedenti si è posto ∆ ⋅ = ⋅ − ⋅0 5 0 5 0 5: , . Dalla (7.80) risulta

∆ ∆- .0/132
( ) 4 ( )( )5 6 788

= − − − −−I 1 1

0

τ τ τ
9

λ (7.84)

Poiché : =0 è stato assunto quale istante iniziale del processo poroplastico e non si sono

considerati snervamenti preesistenti (ε ζ0 0

; ;
= =
< <
 e ) e poiché in condizioni di adattamento la

risposta fittizia a regime non prevede plasticizzazioni ulteriori in aggiunta a quelle sviluppate

nel transitorio iniziale (ε ε λ=> = > =0 = = e ? @ ), dopo la sostituzione della (7.83) e quindi della

(7.84), il primo membro della (7.70) diviene:
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avendo posto
� � �� � ������

( ) : ( )τ τ− = − − −−� �� �1 1
(7.86)

L’ integrale presente nell’ ultimo membro della (7.85) è positivo per motivi fisici che

discendono dal significato energetico ad esso associato. Ne consegue la possibilità di

maggiorare la diseguaglianza (7.70) come di seguito:

1
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2
1

1
0∆ ∆ε ε ε ε λ
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ovvero, posto

( )+* ) , )+* ,)
:= −1

2

1

2
∆ ∆ε ε ε ε

- -
(7.88)

si ottiene la seguente maggiorazione:
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− ′′ ≤

−
∀ ≥0 5

0�1 2
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3 1
λ( )

1
0 (7.89)

46587958:<;>=@?BADCEABFHGJIKADLNMO=QP9A9R6STGNMOPO=UITIJ=<ADMEVWGNXY=QZOLNX[F]\HGNPOG^F]FHGNC_=TM9FHL

La trattazione seguente si applica a grandezze meccaniche che siano esprimibili in funzione

dei moltiplicatori plastici; inoltre si farà riferimento a grandezze che siano funzioni lineari dei

λ . Ad esempio, nel caso si voglia delimitare uno spostamento plastico, si ha, per la (7.51) e per

le leggi di scorrimento:

` a bNc= −1

σ λ (7.90)

oppure, qualora si voglia delimitare uno sforzo, si ha, per la (7.53) e per le leggi di

scorrimento:

σ λ= dfe σ (7.91)
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Nel seguito si indicherà con � � λ  la generica funzione dei moltiplicatori plastici che esprime la

grandezza da delimitare. Negli esempi precedenti il vettore �  è facilmente ottenibile estraendo

dalla matrice opportuna ( � ��� ���−1

σ σ e , rispettivamente) la riga corrispondente allo

spostamento o allo sforzo desiderato. Se si cercano stime per più di una grandezza si dovrà

ripetere l’ analisi per ciascuna di esse.

Il risultato che si desidera ottenere è una delimitazione superiore per il massimo dei valori

che possono essere assunti da � � λ  qualora i carichi varino nei limiti imposti dal dominio Π e si

sia in condizioni di adattamento. Si indicherà, al solito, con 	  il coefficiente di sicurezza

all’ inadattamento; per ipotesi di raggiunto adattamento di dovrà necessariamente avere 	 >1 (in

caso contrario quanto segue non si applica, se non previa riduzione del dominio di carico, in

modo da ottenere un coefficiente di sicurezza più che unitario).

Le variabili del problema risultano essere (utilizzando la stessa simbologia del paragrafo

precedente): una distribuzione di moltiplicatori plastici λ 
  che corrisponde ad uno stato

stazionario fittizio e che permette di costruire la delimitazione tramite (7.89); una distribuzione

di moltiplicatori plastici λ  associati allo stato reale (incognito) cui corrisponde il massimo

valore della grandezza da delimitare.

Dalla definizione data consegue che i λ , in quanto reali, devono soddisfare il teorema

statico dell’ adattamento e rispettare pertanto i vincoli:

′ − ≤ − ′′ ≥
� �  � �

λ λ (7.92)

mentre le λ 
  devono essere tali da rispettare la condizione di plasticità relativa al dominio di

carico amplificato 	 Π e la (7.89):

� � �′ − ≤ − ′′
� � � �

λ (7.93)

Quanto alla (7.89), si nota che sostituendo le deformazioni plastiche con i moltiplicatori

plastici e ricordando la definizione della matrice � , la quale è semidefinita positiva, la (7.88)

diviene
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e pertanto essa può scriversi nella forma
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La delimitazione migliore che è possibile ottenere è dunque la soluzione del seguente
����������������� �!����"#�����%$&"#� "'����"#�������)(���"#*�� ��� +�� :
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La massimizzazione rispetto a λ  risponde alla necessità di porsi nel caso pessimo, ovvero di

determinare una stima del massimo valore che la grandezza meccanica può assumere in fase

post-adattamento, mentre la minimizzazione rispetto a λ 
  discende dalla volontà di ottimizzare

la delimitazione, ovvero di trovare la migliore stima, anziché accontentarsi, eventualmente, di

una notevolmente grossolana.

Vale la pena di osservare che l’ insieme 576  dei λ  ammissibili (cioè rispettosi i vincoli (7.92) e

(7.95)) non è vuoto. Infatti, poiché 	 >1, si ha adattamento e quindi, per la condizione

necessaria di shakedown, esiste almeno una distribuzione di moltiplicatori plastici che rispetti la

condizione di plasticità, mentre la condizione (7.95) consegue immediatamente, per quanto

visto in precedenza, per λ  derivanti da un reale processo di carico. Il sottoproblema di

massimizzazione risulta inoltre convesso, per la linearità della funzione obiettivo e dei vincoli

(7.92) e per la convessità (forma quadratica in λ  con matrice �  semidefinita positiva) del
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vincolo (7.95). Ne consegue che una eventuale§ soluzione di tale problema è necessariamente

un massimo globale e non solo locale; tuttavia nulla può dirsi circa l’ unicità di tale soluzione,

informazione questa che non è peraltro particolarmente utile, essendo lo scopo finale quello di

determinare il massimo di una grandezza, indipendentemente dai moltiplicatori plastici che lo

provocano.

Anche la regione 5��  dei λ 
  ammissibili (cioè rispettosi dei vincoli (7.93)) non è vuota,

sempre per la condizione necessaria di adattamento fornita dal teorema statico. Tuttavia il

sottoproblema di minimizzazione nella variabile λ 
  risulta più complesso, anche dal punto di

vista teorico, dal momento che non è banale garantire l’ unicità dell’ eventuale** soluzione, né

escludere la presenza (nociva) di minimi locali; ne consegue la possibilità che una eventuale

soluzione numerica dipenda dal punto di partenza dell’ algoritmo utilizzato.

Fatta eccezione per problemi estremamente semplici, la complessità e le dimensioni del

problema sono tali da rendere praticamente irresolubile il problema (7.96). Si rende pertanto

necessaria una semplificazione del problema, tenendo presente che lo scopo delle tecniche di

bounding non è quello di determinare con precisione il valore esatto della variabile da

delimitare, bensì quello di trovarne una stima in modo rapido ed economico, senza ricorrere ad

analisi evolutive, anche al costo di introdurre delle approssimazioni. Naturalmente, stime per

eccesso troppo grossolane non sono utili, benché conservative.

La tecnica di delimitazione più comunemente utilizzata consiste nel semplificare il vincolo

(7.95), rendendolo lineare, anziché quadratico, nella variabile λ . In virtù della semidefinita

positività della matrice � , risulta infatti:

� � � � � � � � ��λ λ λ λ λ λ λ λ,3 8 = − + ≤1

2

1

2

1

2
∆ ∆

� � �
(7.97)

e, pertanto, il vincolo (7.95) implica il meno restrittivo

� � 	
− ′′ ≤0 5


 � 
 �
λ λ λ1

2
(7.98)

                                               
§ L’ esistenza della soluzione può essere garantita, ad esempio, se la regione ��  è limitata, ciò che può essere
dimostrato se il dominio di snervamento è limitato [83]
** L’ esistenza della soluzione può essere garantita, ad esempio, se la regione ���  è limitata, ciò che può essere
dimostrato se il dominio di snervamento è limitato [83]
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L’ approssimazione introdotta permette di scomporre il complesso problema di minimax in due

problemi di programmazione matematica, uno quadratico ed uno lineare, da risolvere in

sequenza (v. �����������
	 [21]). Precisamente, si deve risolvere il seguente problema di QP nella

variabile λ �

ψ = ′ − ≤ − ′′%&'
()*

min |
λ

λ λ λ� 
�

 
� �1

2

� � � � �
(7.99)

e quindi il seguente problema di LP nella variabile λ �

Ω2 1
1= ′ − ≤ − ′′ −�

�
�
� − ′′ ≤ ≥%

&
'

(
)
*

max | , ,
λ

λ λ λ λ
� � � � � � � �� �

� 0 5 ψ (7.100)

dove ψ è la soluzione del (7.99). Ci si riferirà in seguito alle (7.99),(7.100) con la

denominazione di ������ !��"
#%$'&)(�*,+�( .

E’  possibile raffinare la stima Ω2 qualora si sostituisca al problema di LP (7.100) il seguente

problema di programmazione non lineare (NLP), ottenuto dalla LP reinserendo a posteriori il

vincolo (7.95) (v. �����������
	 [21]):

Ω3

1
1 1

2
0

= ′ − ≤ − ′′ ≥

−�
�

�
� − ′′ −�

! 
"
$#

+ ≤ (
)
*

max | , ,
λ

λ λ λ

λ λ λ λ

- . / 0 . 1

0 . / /

2

2 2 2
3

=

0 5 ψ

(7.101)

essendo λψ  un vettore ottimo del problema (7.99). Ci si riferirà in seguito alle (7.99),(7.101)

con la denominazione di ������ !��"
#%$4&)(�*,56+�( . Per quanto sia sempre una approssimazione della

(7.96), la sequenza QP-NLP fornisce una stima sicuramente non peggiore della sequenza QP-

LP, poiché nel caso della prima si risolve il problema di massimizzazione rispetto a λ

all’ interno di un dominio che è ammissibile per il (7.96), mentre nel caso della seconda si fa

riferimento ad un dominio non meno esteso, ottenendo un risultato non più basso.

Infine, una ulteriore semplificazione radicale e decisamente grossolana del problema

consiste nella soppressione delle condizioni di plasticità dal novero dei vincoli del problema

(7.100) (v. �����������
	 [21]):

Ω4 1
1= −�

�
�
� − ′′ ≤ ≥%

&
'

(
)
*

max | ,
λ

λ λ λ
7 8 9 :; ;

< 0 5 ψ (7.102)



TEORIA E METODI DI DELIMITAZIONE (BOUNDS) IN POROPLASTICITÀ

7.23

Il problema che si ottiene è di soluzione immediata perché, in seguito alla natura dei vincoli,

esiste almeno un vettore ottimo del (7.102) avente una sola componente non nulla e si può

pertanto utilizzare la seguente semplice formula (v. �����������
	 [21]):

Ω4

1
1=

− − ′′

%
&
K

'K

(
)
K

*K
ψ

�

�
� ��

�
� �

max (7.103)

Si fa notare esplicitamente che l’ utilizzo della (7.103) in luogo della risoluzione della LP

(7.102) è lecito solo se ���	��
	
  è positivo perché, in caso contrario (se cioè è negativa o nulla

anche una sola delle componenti di tali vettore), la regione ammissibile di quest’ ultimo è

illimitata e la soluzione diverge (e la tecnica di delimitazione diviene pertanto assolutamente

inutile), mentre la (7.103) fornirebbe comunque un risultato finito ma assolutamente errato. Ci

si riferirà in seguito alle (7.99),(7.103) con la denominazione di �'$�������� #�#%$ #����"!� �������������� ,
con riferimento al fatto che il problema di programmazione matematica di massimizzazione è

sostituito dalla ricerca del massimo di un insieme discreto di elementi.
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����(VHPSL�QXPHULFL ���

Si sono condotti degli esempi numerici su di un sistema molto semplice costituito da otto

elementi finiti quadrati disposti come in Fig. 7.1, cui si fa riferimento anche per le condizioni di

vincolo. Le analisi numeriche effettuate riguardano la determinazione del coefficiente di

sicurezza mediante l’ approccio statico in programmazione matematica e la delimitazione di

spostamenti in fase post-adattamento mediante le tecniche di cui al §7.3. Il sistema è costituito

da materiale bifase poroelastoplastico, per il quale si è assunto come criterio di snervamento

una approssimazione lineare a tratti del criterio di Drucker-Prager formulato in termini di sforzi

efficaci di Terzaghi (v. App. D), consistente nell’ utilizzo di otto modi plastici formare nello

spazio degli sforzi principali una piramide a base ottagonale. Si è imposto che nello spazio

degli sforzi principali le sezioni di uno stesso piano deviatorico con il cono di Drucker-Prager e

con la piramide approssimante avessero la medesima area.

Fig. 7.1  Sistema oggetto di studio negli esempi numerici riguardanti le delimitazioni

Il sistema è soggetto ad un carico uniformemente distribuito sul lato superiore, variabile

nel tempo all’ interno dell’ intervallo [- ��� , ��� ] ed amplificato da un moltiplicatore µ. I due lati

verticali del sistema sono soggetti ad assegnate condizioni al contorno naturali costanti nel

tempo riguardanti la pressione del fluido, la quale vale �  sul lato sinistro ed è nulla su quello

                                               
†† Le matrici ed i vettori utilizzati come dati di input dal programma sviluppato in App. E mi sono state fornite
da Andrea Pini, che ringrazio per la collaborazione.

L
L

� =0�

�

��� ��	


 �


 �
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destro. Il sistema è stato discretizzato mediante la tecnica delle variabili generalizzate nel senso

di Prager. Nella modellazione ad elementi finiti si sono usati otto nodi (quattro nei vertici e

quattro nei punti medi dei lati) per l’ interpolazione degli spostamenti e solo quattro (nei vertici)

per l’ interpolazione della pressione. I nodi indicati con rombi in

Fig. 7.1 sono quelli in cui si sono imposte le condizioni sulla pressione. I dati relativi al sistema

sono riassunti nella Tab. 7.1. Nella medesima si mostrano anche le condizioni di carico relative

ai due casi che si sono affrontati: la differenza riguarda il valore della pressione �  assegnata.

Dimensione di un elemento finito � 1 �
Modulo di Young � 1 �����
Coefficiente di Poisson ν 0,2

Coefficiente di Biot α 0,9845

Modulo di Biot � 11,7 �����
Indice dei vuoti 	�
 0,234568

Porosità φ 
 0,19

Rigidezza volumetrica della fase solida �� 36 �����
Rigidezza volumetrica della fase fluida ��� 3 �����
Permeabilità nella direzione x κ � 4,00E-11 �

������� �

Permeabilità nella direzione y κ � 4,00E-11 � � ��� � �

Permeabilità nella direzione z κ � 0 �
������� �

Peso specifico della fase solida γ  0
���

� �

Peso specifico della fase fluida γ � 0
���

�
�

Tensione di snervamento monoassiale σ 
 10 � ���
Parametro del criterio di Drucker-Prager β π / 6 ��� �

Caso a)

Pressione imposta sul lato sinistro ! 10 � ���
Valore massimo del carico variabile "�# 1 � ���
Caso b)

Pressione imposta sul lato sinistro ! 5 � ���
Valore massimo del carico variabile "�# 1 � ���

Grandezza fisica Valore

PROPRIETA' DEL SISTEMA

CONDIZIONI DI CARICO

Tab. 7.1  Proprietà del sistema e condizioni di carico utilizzate negli esempi
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	�������������������������������� ���!������"�������������# $��

Come valori di riferimento si sono utilizzati quelli ricavati da una serie di analisi evolutive

condotte con il codice di calcolo per elementi finiti Abaqus 5.7. Precisamente, si sono

effettuate diverse analisi al variare del moltiplicatore dei carichi al di sotto della soglia di

inadattamento, applicando una storia di carico ciclica di tipo sinusoidale per �  ed una storia di

carico “a gradino” per la pressione �  (Fig. 7.2, in cui le scale dei due grafici sono diverse).

(a) (b)

Fig. 7.2  Storia di carico della pressione (a) e dei carichi amplificati da µ (b) utilizzate nelle analisi evolutive

Il carico �  varia con legge )(sin %&& ' πµ−= . Per comprendere la scelta della storia di

carico della pressione, si deve tenere presente che ciò che è oggetto di delimitazione con le

tecniche di cui al §7.3 non sono gli spostamenti totali in fase post-adattamento, bensì la sola

componente plastica, ovvero quella che permane dopo la rimozione dei carichi. Allo scopo di

determinare solo tale componente, si impone molto rapidamente (da ( =0 )  a ( =0,01 )  con

andamento lineare) il valore �  che rimane poi costante fino a che si possono considerare

virtualmente realizzate le condizioni di regime ed avvenuto l’ adattamento del sistema ( ( =300 ) );
successivamente, la pressione viene gradualmente fatta diminuire fino al valore nullo ( ( =350 ) ),
in modo da eliminare la quota parte elastica degli spostamenti da essa causata. Se, come nel

caso in esame, la rimozione della pressione avviene in modo sufficientemente lento non si

dissipa energia plastica (come mostrato dall’ andamento temporale dell’ energia plastica

dissipata successivamente a ( =300 ) ) e si può essere pertanto certi di non avere introdotto

ulteriori plasticizzazioni che inficino l’ attendibilità del risultato. L’ analisi prosegue poi con un

 (

�

0 100 200 300 400 500 600

�
   (

�

µ ���

* µ ���
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valore nullo della pressione per un periodo sufficientemente lungo (da ( =350 )  a ( =600 ) ) da

poter considerare instaurate le condizioni di regime. Il valore di riferimento dello spostamento

è individuato quale valore medio delle oscillazioni ormai puramente elastiche del punto

corrispondente.

Fig. 7.3  Stime dello spostamento ���  mediante analisi evolutive poroelastoplastiche (esempio a) )

In Fig. 7.3 si riportano gli andamenti temporali dello spostamento ���  e dell’ energia dissipata

in corrispondenza di diversi valori del moltiplicatore dei carichi µ, dedotti mediante analisi

evolutive per il caso dell’ esempio a). Le linee verticali tratteggiate indicano l’ inizio e la fine

delle fasi della storia di carico precedentemente discussa. La Fig. 7.4 riporta gli analoghi

risultati relativi al caso dell’ esempio b) ed allo spostamento ��	 (per una maggiore leggibilità dei
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grafici, nei casi relativi a µ=5,6,7 si sono riportati solo i confini della banda entro cui

avvengono le oscillazioni).

Fig. 7.4  Stime dello spostamento ���  mediante analisi evolutive poroelastoplastiche (esempio b) ). L’ energia
plastica dissipata nel caso di moltiplicatore dei carichi nullo è identicamente nulla

In entrambi i casi si nota che si è effettivamente riusciti ad annullare le dissipazioni

energetiche durante la rimozione della pressione e che il numero di cicli di carico è

sufficientemente elevato da poter considerare praticamente realizzate ogni volta le condizioni

di regime. Nel caso dell’ esempio b), per valori del moltiplicatore dei carichi compresi tra 0 e 5

la componente residua degli spostamenti ��	  è di fatto nulla e anche per valori maggiori di 5 è

estremamente bassa, finché non diviene illimitata in corrispondenza della soglia
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dell’ inadattamento. Per µ=7 l’ analisi viene interrotta anticipatamente rispetto agli altri casi

perché ci si trova evidentemente in condizioni di inadattamento e non ha senso procedere oltre.

Si tenga presente nel successivo confronto con i risultati dei metodi diretti di delimitazione.

che le analisi evolutive sono state effettuate mediante un modello di materiale con l’ effettivo

criterio di snervamento di Drucker-Prager, cioè non una approssimazione lineare a tratti, ciò

che comporta inevitabili differenze.

����������������� ��� ��������	��"��� �!�"�	���
����� �!�����

I calcoli con i metodi diretti sono stati effettuati mediante il codice di calcolo numerico

Matlab 5.2 lavorando in doppia precisione. Per ciascuno dei due casi a) e b) si è calcolato il

coefficiente di sicurezza all’ inadattamento risolvendo il problema di LP (7.58) che si deduce

dal teorema statico (i due programmi coincidono nel caso associato, che qui si considera) e,

quindi, si è delimitato uno spostamento significativo mediante la sequenza QP-LP (eqn.

(7.99),(7.100)) e mediante la sequenza QP-NLP (eqn. (7.99),(7.101)); nel caso b) si è inoltre

utilizzata anche la massimizzazione semplice (eqn. (7.99),(7.103)), che invece non è stato

possibile applicare al caso a) in seguito alla non positività del vettore �������� . Le analisi relative

ai bounds sono state effettuate per diversi valori del moltiplicatore dei carichi µ, disegnando

poi per punti le curve che mostrano la delimitazione superiore relativa al dominio di carico µΠ.

Per µ=1 si ha ovviamente la delimitazione che si riferisce al dominio di carico base, ovvero a

cui si riferisce il coefficiente di sicurezza.

Nelle Fig. 7.5 e Fig. 7.6 si mostra il confronto tra i risultati ottenuti mediante le tecniche di

delimitazione basate sui metodi diretti e le analisi evolutive, rispettivamente nel caso

dell’ esempio a) e b). I valori numerici sono poi riportati in Tab. 7.1.

Al variare del moltiplicatore dei carichi non è in realtà necessario calcolare nuovamente la

QP (7.99), dal momento che è possibile dedurne il risultato da (ad es.) quella eseguita per µ=1.

Allo scopo si supponga inizialmente che per il dominio di carico base Π si abbiano il vettore

inviluppo � = � ’ + ����� , il vettore � , la matrice � , il coefficiente di sicurezza �  e che la

soluzione della QP sia ψ. Si riformuli ora il problema considerando un dominio di carico base

che non sia Π ma µ Π (con µ in generale diverso da 1): per il principio di sovrapposizione
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Fig. 7.5  Confronto tra i diversi metodi di delimitazione nel caso dello spostamento ���  (esempio a))

Fig. 7.6  Confronto tra i diversi metodi di delimitazione nel caso dello spostamento ���  (esempio b))
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µ Analisi evolutiva Sequenza QP-NLP Sequenza QP-LP
0 2,354E-03
0,1 5,980E-03 1,910E-02
0,5 1,910E-02
1 3,420E-03 9,170E-03 2,010E-02
1,5 1,200E-02 2,360E-02
1,8 2,740E-02
2 5,400E-03 1,670E-02 3,110E-02
2,2 3,640E-02
2,4 2,410E-02 4,380E-02
2,5 2,700E-02 4,870E-02
2,6 3,050E-02 5,460E-02
2,7 3,480E-02 6,190E-02
2,8 4,010E-02 7,080E-02
2,9 4,760E-02 8,230E-02
3 1,060E-02 5,820E-02 9,780E-02
3,1 7,250E-02 1,195E-01
3,2 9,490E-02 1,518E-01

µ Analisi evolutiva Sequenza QP-NLP Sequenza QP-LP Mass. semplice
0 0,000E+00 0,000E+00
0,1 0,000E+00 2,694E-05 2,694E-05
0,5 0,000E+00 7,142E-04 7,142E-04
1 0,000E+00 0,000E+00 3,091E-03 3,091E-03
1,5 0,000E+00 7,575E-03 7,575E-03
2 0,000E+00 0,000E+00 1,447E-02 1,479E-02
2,5 0,000E+00 2,133E-02 2,562E-02
3 0,000E+00 0,000E+00 2,964E-02 4,138E-02
3,5 0,000E+00 4,079E-02 6,415E-02
4 0,000E+00 4,164E-05 5,586E-02 9,730E-02
4,5 7,727E-02 1,468E-01
5 3,945E-05 2,295E-03 1,090E-01 2,244E-01
5,5 1,622E-01 3,563E-01
6 1,120E-04 4,594E-02 2,645E-01 6,166E-01
6,5 5,141E-01 1,326E+00
7 3,243E+00 9,147E+00

Esempio b)

Esempio a)

Tab. 7.2  Risultati del confronto tra i diversi metodi di delimitazione. I valori numerici sono espressi in � .

degli effetti il vettore inviluppo sarà µ ��� + �����  e, per definizione, il coefficiente di sicurezza

varrà �  / µ (così che il dominio di carico amplificato‡‡ corrispondente alla transizione dalle

condizioni di adattamento a quelle di inadattamento sia sempre �  Π  nei due casi, come deve
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essere per evidenti ragioni fisiche), mentre rimarranno invariate la matrice �  ed i vettori �  ed

�����  in quanto proprietà del sistema indipendenti dal moltiplicatore dei carichi.

Per quanto concerne la soluzione del problema di QP che si presenta nel secondo caso,

tenendo conto che, per quanto sopra osservato, il prodotto � ���  non dipende da µ, esso si

scrive:

ψ
µµ = ′ − ≤ − ′′

%
&
'

(
)
*

min |
λ

λ λ λ� �
�

� �� �1

2

1� � � � �
(7.104)

Posto allora λ λ� �µ µ: ( )= ⋅1 , si ha
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risultato questo che consente di evitare la inutile ripetizione dei calcoli. Si noti inoltre che seλ �

è un vettore ottimo del problema (7.99), allora λ � µ  è un vettore ottimo del problema (7.104).

Ragionando in modo analogo è possibile dedurre anche il risultato della delimitazione Ω4

per un generico valore del moltiplicatore dei carichi una volta che sia nota quella

corrispondente ad un valore particolare di quest’ ultimo, ad esempio µ=1. Si ha infatti, con

riferimento alla medesima notazione di cui sopra,

Ω Ω4
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max max (7.106)

Si noti tuttavia che l’ onere computazionale della delimitazione Ω4 è comunque molto piccolo,

per cui il risparmio di tempo che si ha evitando di ricalcolarla al variare di µ è comunque

parimenti piccolo. Non è purtroppo altrettanto semplice il caso delle altre delimitazioni, che

vanno ricalcolate per ogni valore del moltiplicatore dei carichi.

Dal punto di vista computazionale si deve avere una certa cautela nell’ esecuzione della QP.

Accade infatti che la matrice � , che teoricamente dovrebbe essere simmetrica e semidefinita

positiva, risulti in realtà non simmetrica e non definita, a causa di inevitabili errori numerici

                                                                                                                                                  
‡ ‡  Si ricorda che solo i carichi variabili sono amplificati.
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nella sua produzione. Questo fatto può essere semplicemente notato dall’ osservazione degli

autovalori di � , i quali dovrebbero essere reali perché la matrice è reale e simmetrica e

dovrebbero essere positivi o nulli in seguito alla positiva semidefinizione. Al contrario risulta

che alcuni autovalori sono complessi (la matrice è lievemente asimmetrica) ed hanno parte

reale negativa. La perdita della positiva semidefinizione per motivi numerici implica la perdita

della convessità del problema di QP e genera risultati assolutamente inaffidabili (la soluzione

diverge).

Al fine di correggere gli errori numerici si sono adottate le seguenti tecniche. La simmetria è

innanzitutto ripristinata mediante la sostituzione della matrice con la media di essa e della sua

trasposta:

� � �
← +1

2
( )

�
(7.107)

Per recuperare la positiva semidefinizione si è sommata alla matrice �  restituita dalla (7.107)

una matrice diagonale costituita da elementi di valore ε >0 molto piccolo rispetto a quelli di � :
� � �

← + ε (7.108)

Il provvedimento consiste dunque nel sommare una matrice definita positiva (ε � ) ad una non

definita ( � ), così da rendere definita positiva la somma. Il valore di ε non deve essere

eccessivamente grande, perché altrimenti la perturbazione introdotta sarebbe eccessiva; in

pratica il valore assegnato ad ε è il primo in corrispondenza del quale tutti gli autovalori della

matrice �  restituita dalla (7.108) divengono positivi ed è determinato per tentativi. Negli

esempi in esame si è usato ε =10-5; si fa notare che il minore degli autovalori di �  (dopo la

simmetrizzazione) palesemente non nulli vale γMIN=1,716784245 10+4 mentre gli autovalori che

dovrebbero ragionevolmente essere nulli (ma in realtà non lo sono) vanno da un valore minimo

γ0,min =-3,73089236 10-6 ad uno massimo γ0,max =-2,40787818 10-9; dopo l’ applicazione della

(7.108) si ha invece γ1=1,716784246 10+4 (praticamente immutato), γ0,min=6,28646454 10-6,

γ0,max=9,98889536 10-6. In Fig. 7.8 si mostrano gli autovalori di �  dopo l’ applicazione dei

provvedimenti di cui sopra per l’ eliminazione degli errori numerici.

Banalizzando il discorso in uno spazio bidimensionale anziché a molte dimensioni, si può

visualizzare intuitivamente la situazione come di seguito. Si ricerca il minimo di una forma

quadratica semidefinita positiva, ovvero, tipicamente, un cilindro parabolico con generatrici
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“orizzontali” e quindi coincidenti con le linee di isolivello. Evidentemente il punto di minimo

non è unico, perché tutti i punti della generatrice �  più “bassa” sono ottimali, anche se è

comunque unico il valore del minimo, pari alla quota �  di � .

Fig. 7.7  Autovalori della matrice �  dopo una opportuna procedura di eliminazione degli errori numerici

Tuttavia, a causa di errori numerici, non si ha esattamente un cilindro, bensì una forma

quadratica non definita, ovvero, tipicamente, un paraboloide iperbolico (o parabolide a sella).

Tutti i punti di tale superficie sono punti iperbolici e, in particolare, vi è un punto sella S che è

estremale e che, ragionevolmente, ha circa la quota � . Ciò significa che allontanandosi da S in

certe direzioni la superficie assume quote superiori a � , come anche nel caso del cilindro

parabolico nel caso di allontanamento da �  in direzione non parallela a � ; tuttavia,

allantonandosi da S in altre direzioni la superficie assume valori inferiori a � , diversamente da

quanto avviene nel caso del cilindro parabolico, dove uno spostamento nella direzione delle

generatrici (che sono isoipse) non provoca variazioni di quota. Ne consegue che la procedura

di ottimizzazione spinge a ricercare il minimo allontanandosi da S in una direzione tale da

produrre una diminuzione di quota, fino a che non ci imbatte nei vincoli che definiscono la

regione ammissibile. Si comprende quindi che anche errori piccoli sono potenzialmente molto
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nocivi alla correttezza del risultato perché la discesa in allontanamento da S può non avere

termine se esiste una direzione di discesa nella quale la regione ammissibile non sia limitata,

oppure la discesa può avere termine ma solo dopo una notevole riduzione di quota al di sotto

di � .

Il provvedimento di sommare la forma quadratica ε �  (ovvero un paraboloide circolare nel

caso bidimensionale) ha l’ effetto, se ε è abbastanza grande, di trasformare il paraboloide

iperbolico in un parabolide ellittico, “ sollevando”  i “ lembi”  di tale superficie che scendono al di

sotto della quota � .

������������	�
����	�
��	���������������	���������������������� ��
��!�"��#$���&%�	!��'���(%��

Dal punto di vista della affidabilità, assumendo i risultati delle analisi evolutiva quale termine

di riferimento, si nota che la delimitazione ottenuta mediante la sequenza QP-NLP è

decisamente migliore delle altre, specialmente nel caso dell’ esempio b). Tuttavia la sequenza

QP-LP fornisce risultati non disprezzabili se, come nella pratica ingegneristica, ciò che

realmente interessa è solo una stima dell’ ordine di grandezza (o meglio la sicurezza che un

determinato ordine di grandezza non sia superato) ed in particolar modo per valori del

moltiplicatore dei carichi non elevati rispetto al limite di adattamento, ciò che è solitamente

realizzato (o ricercato) nella pratica per evidenti motivi di sicurezza.

Si richiama l’ attenzione sul fatto che tutte le tecniche proposte colgono l’ andamento

qualitativo della delimitazione in funzione del moltiplicatore dei carichi, con particolare

riferimento all’ asintoto verticale in corrispondenza di ) .
La Fig. 7.8 mostra un confronto tra i tempi di calcolo che si sono ottenuti nella

realizzazione dei precedenti esempi. Per ciascuna tecnica di delimitazione si è riportato il

tempo medio (il valore numerico, espresso in secondi, si riferisce al tempo di CPU di un

calcolatore HP9000 ed è puramente indicativo). Dal confronto escono nettamente vincenti,

come era prevedibile, i metodi diretti, NLP esclusa. Si noti che quest’ ultima è fortemente

dipendente dall’ algoritmo risolutivo impiegato, dal tipo di problema e soprattutto, dal

momento che viene risolta iterativamente, dal valore con cui si iniziale. Generalmente tale

valore non è “ vicino”  alla soluzione e l’ algoritmo utilizzato (SQP) può impiegare anche un

centinaio di iterazioni; tuttavia, nel caso dell’ esempio b) la soluzione di tentativo
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(identicamente nulla) coincide con la soluzione esatta per valori non elevati del moltiplicatore

dei carichi e l’ algoritmo converge immediatamente. Per non falsare i risultati sì è scelto  di non

considerare tali valori nel calcolo della media. Quanto al tempo di calcolo delle analisi

evolutive, restando valido quanto osservato nel Cap. 6 circa l’ arbitrarietà della scelta del

numero di cicli dopo cui arrestare l’ analisi, si è scelto indicativamente un tempo pari a 20

minuti.

Nel caso della massimizzazione semplice il tempo di calcolo è quasi interamente associato

all’ esecuzione della QP, peraltro piuttosto basso rispetto alla durata delle altre procedure. Si

noti al riguardo che il vantaggio di poter effettuare una serie di analisi calcolando una sola

volta la QP è notevole nel caso della sequenza QP-LP (in cui si risparmia circa metà del

tempo), oltre che ovviamente nel caso della massimizzazione semplice (in cui non si impiega

praticamente tempo), mentre non è quasi avvertito nel caso della sequenza QP-NLP.

Fig. 7.8  Confronto tra i tempi di calcolo associati alle diverse tecniche di delimitazione
per programmazione matematica e mediante analisi evolutive
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