AppendiceC

Alcune nozioni sul
metodo degli elementi finiti

Il metodo degli elementi finiti (MEF) € una teaica per la discretizzazione nello spazio di
problemi continui. Di seguito se ne eporranno, senza pretesa dcuna di generdita o
completezza, i soli concetti necessari alla wmprensione del Cap. 5, mentre per maggiori
informazioni s rimanda, tra i numerosissmi testi esistenti in letteratura, a Zienckiewicz e

Taylor [91]. In particolare si farariferimento allaformulazione ali spostamenti del MEF.

C.1 Moddlo cinematico

Il punto d partenza ela suddvisione del sistema @ntinuo aygetto d studio in un numero
finito d sottosistemi, detti elementi finiti, organizzati in unreticolo (0 mesh) i cui spostamenti
nodali sono asaunti quali incognite del problema. Come si vedra tra breve, cio permette di
esprimere, in termini approssmeati, tutti i campi delle dtre grandezze winvalte.

Si racmlgano gli spostamenti U; dei nod di un elemento finito in un \ettore U, detto

vettore degli spostamenti nodali dell’ elemento finito:
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u:=|: (C.1)

Si definiscano poi delle funzioni del punto ¥ (x), dette funzioni di forma, le quali siano
contenute in una apposita matrice W(x), detta matrice delle funzioni di forma dell’ elemento
finito:
Wa(x) ... W,(x)
W(x) :=| Wu(x) ... W, (x) (C.2)
Wou(X) ... Wi(x)
La matrice nella (C.2) ha tante righe quante sono le dimensioni del continuo (3 nel caso
generale di continui 3-D) e tante mlonne quanti sonogli spastamenti nodali (n).
Cio stante si definisce un campo d spostamenti u(x) dato dal prodato della matrice delle
funzioni di formaper il vettore degli spostamenti nodali:
u(x) := ¥(x) W (C.3
che per esteso s scrive

z Wi (X)W, =W, (x) W, +..+W, (x) [,

=1

U () :

U(x) =) W, (X)W, =W,y (x) W +.. +W, (x) W, (C.4)

1) 1= 3 W, (U, =Wy, (x) U, +...+¥, (x) 1,

Si comprende dunqie dce il rudo dele funzioni di forma e quello d funzioni
interpolatrici, mentre quello degli spostamenti nodali € di parametri interpolatori che
amplificanolefunzioni di forma. Le equazioni di congruenza permettono d esprimere il
campo celle deformazioni in funzione di quello degli spostamenti e, quindi, in funzione degli
spostamenti nodAli:

g(x) = Cu(x) = CW(x) U = B(x) W (C.5)
Lamatrice B nella (C.5) cortiene |le derivate delle funzioni di forma el ha sal righe (nel caso
di continui 3-D, in cui vi sono sei comporenti nel tensore delle deformazioni, essendo

guest’ ultimo scritto nellaformadi vettore) e tante alonne quanti sonogli spostamenti nockli.
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Tale matrice verra nel seguito detta matrice di congruenza dell’ elemento finito e per esteso s

scrive
0X,
0 O_D 0
0X,
U
0 o :7 W, (x) W, ()
B(x) := o0 o 03 W,.(x) W, (X) (C.6)
ox, 0x | Wai(X) Wy (x)
o0 o0
0o — 2=
0%, 0%,
o0 o o0
| 0%, 0x, |

Quanto detto finora s riferisce al unsingolo elemento finito ed e sufficiente adescriverne
la dnematica in quanto sottosistema isolato dagli altri elementi finiti costituenti il sistema
oggetto d studio. L'imposizione dei vincoli di congruenza interna d sistema, ovwero |l
passaggo da un insieme di sottosistemi tra loro disarticolati ad un aggregato congruente di
elementi finiti avviene mediante la csiddetta temica di assemblaggio, consistente nel
raggruppare ordinatamente gli spostamenti nodali dell’intera mesh in unco vettore, detto
vettore degli spostamenti nodali del sistema, le funzioni di forma in uriunica matrice, detta
matrice delle funzioni di forma del sistema, e nél ricavare cnseguentemente la matrice di
congruenza del sistema. Per brevita, nel seguito dellatrattazione d s riferira dle matrici ed ai
vettori di cui sopra @n gli stess simbali utilizzati per le controparti definite alivello odl
singolo elemento finito, esendo peraltro evidente dal contesto a quale delle due redt3,
elemento finito o aggregato d elementi finiti, ci s riferisca

Il risultato che mnsegue dl’assemblaggio € un modello cinematico dscreto per I'intero
sistema e il campo d spostamenti da esso definito viene asaunto quele canpo d spostamenti
del sistema discretizzato, in sostituzione del campo effettivo che governa la dnematica del
sistema @ntinuo.Poiché il campo d spostamenti del sistema discretizzato dpende solamente
da un numero dscreto d parametri (gli spostamenti noddli), la dnematica de ne risulta e
meno “ricca” di quella del sistema @ntinuo, rel senso che édisporibil e una quantita minore

di posshili regimi deformativi, ed il sistema discretizzato e piu rigido d quello continuo, il
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momento che dcuni modi deformativi, in quanto assenti, risultano essere impediti dal
modell o cinematico utili zzato.

Il legame stitutivo permette poi di esprimere anche gli sforzi in funzione degli
spostamenti nodali. L’equili brio viene imposto stazionarizzando unappasito funzionale, la aii
estremalita caatterizza la soluzione del problema in termini variazionali, ovvero mediante il
ricorso al’identita dei lavori virtuali. Poiché do nonserve per sviluppere gli agoritmi del
Cap. 5, che sono laesati sul metodo cinematico e pertanto non fanno ricorso a grandezze
statiche, non s dira oltre. Si nati tuttavia dce I'approssmazione del metodo ricade
sull’equili brio e nonsulla mngruenza, le ai equazioni sono state imposte esattamente tramite
la(C.5).

Un utimaosservazione édedicaa dle condzioni a contorno d tipo cinematico, le quali si
traducono in vincoli di natura dgebrica sugli spostamenti nodali dell’aggregato d elementi
finiti che posno essere imposti in modo dfferente a seconda della natura particolare del
problema da risolvere’. Si noti che, trascurando le suddette @ndzioni a contorno
cinematiche, il sistema discretizzato risulterebbe labile, in quanto non wncolato esternamente

all’ambiente* e pertanto passbile di moti rigidi.

C.2 Elementi finiti isoparametrici

Per avere adisposizione delle anpie librerie di elementi finiti, cosi da poter discretizzare
sistemi dall e geometrie mmplesse o particolari, anziché definire molti elementi finiti, € utile
definirne relativamente pochi tipi ed dtenerne dtri da questi, mediante una oppatuna
trasformazione.

Predsamente, si definiscono unelemento finito “genitore” (o master element) e le relative
funzioni di forma LIJ”(El,EZ,Es), le quali sono funzioni delle variabili &1,8,,&3 , dette
coordinate intrinsedhe. Quindi s stabili sce una rrisponcenza M, o mapping, trai purti del

master element ed i purti di un generico elemento “figlio” (o slave element), da es dedatto e

che verra df ettivamente utili zzato per la discretizzazione del sistema:

"'Si rimanda d Cap. 5 per la descrizione della temicautili zzata nel caso degli algoritmi ivi svil uppati.
* S intende @n ambiente tutto cid che non fa parte del sistema.
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M 1 (&5,6,5,65) = (X%, %) (C.7)

Nel caso d elementi finiti i soparametrici cio avviene facendo w0 delle funzioni di forma del

master element, ottenendo
X(§) :=W(§)X (C.9)
dove asecondomembro compaiono,in maiuscolo, le mordinate dei nod dello slave dement.

Scritta per esteso, la precalente equivale a

GG E 3 W (68X

X2(£1'52’£3)::inj(£11£2!E3)D(j (C.9

(= Y W (60808 X,

Il campo d spostamenti dell o lave dement € dedatto dalla (C.8) sostituendole mordinate
nodali congli spostamenti nocli di quest’ultimo:

u(&(x)) = W(&(x)) W (C.10

Per poter cacolare le matrici di congruenza (e quindi le deformazioni) dello slave dement

e necessario derivare le funzioni di forma, che sono funzioni delle variabili €1,€2,&3 (le quali

descrivonolo spazio in cui e definito il master element), rispetto al e variabili x;,%2,%3 (le quali

descrivono lo spazio in cui e definito lo slave dement). Si nati a riguardo che, mentre é

fadle, tramite le (C.9), esprimere le seconde in funzione delle prime, cioé x = x (§), sarebbe

tuttavia oltremodo dfficile esprimere la @rrispondenza inversa, cioé quella de esprime le

prime in funzione delle semnde, ovvero & = & (X). Si puo comungte superare la difficolta con

il seguente espediente. Considerata la genericafunzione di forma W, e derivatala rispetto alle

variabili &,,€,,&3, S ottiene:
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oW, _ 9%, prl L 9% E@xz L 9% E§x3

0,

ox, 0&, 0x, 0¢&,

ox, 0¢,;

oW, _ ¥, prl L 9% prz L% pr3

d¢,

ox, 0&, 0x, 0&,

0x, 0¢&,

oW, _ 9%, prl L 9% prz L% pr3

06, 0x, 0&; Ox, 0&; 0%, 0&,
ovVvero, in termini matriciali
ow, | [ox, ox, ox, |ow, ]
0¢, 0§, 0§, 04, | 0%
oW, |_| 0x, 0%x, 0% || 0¥,
0¢&, o0&, 0&, 0¢, | ox,
oV, 0X, O0X, O0X; | 0¥,
| 08, | |08, 08, 0&, | 0Xg |
Si porga
_6x1 0X, ax3_
o0&, 0&  0¢,
3-2904,%,%) _| 0% 0%, 0%
C0(8,,6,.8) |08, 09&, 0¢,
ox, 0x, 0X,
108, 08, 0&5

(C.11)

(C.12)

(C.13

LamatriceJ e detta matrice jambiana erisulta essere funzione del purto. Invertendole (C.12)

e finamente possbile determinare le derivate della generica funzione di forma, rispetto ale

variabili x1,%,X3 in funzione delle derivate della medesima funzione di forma rispetto ale

variabili €1,6,,&3 (le quali sonofadlmente determinabili analiti camente):

o]
0X,
¥,

0X,
oW,

| 0%, |

=J70

0w,
0¢,
oW,

9¢,
o¥,

I

C.6
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Naturalmente, affinché sia passbil e I'inversione dell a matrice jacobiana, essa deve essere non
singolare, ovvero, definito il determinante jacobiano J (detto semplicemente lo jacobiano)
dellatrasformazione (C.9):

ox, 0X, 0Xg

0§, 0& 0¢&;
J :=det(J)=|a(X1’X2’X3)|: % 0% 0% (C.15

10(61,85.85)| |08, 08, 0¢,

ox,  0X, O0X,

0é, 0&; 0&,

deve essre

J#0 (C.16)

C.3 Tecnicadi integrazione di Gauss-Legendre

Si presenta spes nelle gplicazioni la necessta di integrare funzioni, operazione che,
sebbene possa speso essre nddta anche andliticamente, € solitamente df ettuata
numericamente, con ura delle numerose teaiche di quadratura disponibili . Di uso frequente e
lateaicadi integrazione di GaussLegendre, laquae verra usata anche nel Cap. 5.

Per comprenderne il funzionamento s consideri in primo luogo il dominio
monodmensionale [-1,-1] e s supporga di dovere integrare su d es la funzione f(<).
Utilizzando la temica di GaussLegendre tale integrale € gprossmato dalla sommatoria dei
valori dellafunzione, cdcolatain oppatuni purti & appartenenti a[-1,1], detti purti di Gauss
molti plicati per oppatuni coefficienti p;, detti pesi di Gauss

+1

J1(OAETY pf(&)=puf (&) + P, (E)+.. (C.17)

) i

Il numero dei punti di Gauss dipende dalla precisione che si desidera ottenere: precisamente la
(C.17) integra esattamente un polinomio di grado 2G-1, essendo G il numero dei punti di
Gauss (raccolti nell'insieme 1). Definito il polinomio interpolatore di Legendre di grado G

come

d® ,_, ..
Ls() :zzele!F(f -1) (C.18)
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i purti di Gauss ®nogli zeri di Lg:

& | Le(&)=0 (C.19
Definito per ogni purto d Gaussé; un pdinomio interpolatore
§—¢
Pe(&):=122— (C.20
( ) |J:II Ej _éi
il corrisponcente peso d Gaussp; e l'integrale di quest’ultimo sul dominio [-1,1]:
+1
p, = [RS(&)dé (C.21)
-1

Si consideri orail dominio bidimensionale [-1,1]x[-1,1]. Applicando dwe voltela (C.17) ed
utili zzando ayni voltalo stesso numero d purti di Gauss(questa ela norma, sebbene nonsia

necessrio), s ottiene

+1+1

[ ] 1(6..&,)de0¢, DT{Z pu (& ,fz)}dfz =3 Y pupy f(E.&) (€22

] 4 T
E’ poi immediata la generalizzazione della (C.22) a domini di dimensione aicora maggiore.
Esistonoinadltre generalizzazioni adomini di integrazione di forma diversa da quell a quadrata,
per esempio triangolare, che permettono d applicare la temica di GaussLegendre anche a
atri elementi finiti.

Allo scopo d snellire la natazione edi renderla espressva anche di un caso generico, d
seguito s racmglieranno tutti i purti di Gauss in un unco inseme | (pari a prodato
catesiano d I; e I, nell’esempio a aui s riferisce la (C.22) e s indichera @n p il peso
corrisponcente dl’i-esimo purto d Gaussé;, sostituendo con questa espressone il prodato d

tutti i pesi corrisponcenti alle wordinate di &. La(C.22) si scrivera pertanto

+1+1

[]1(&.8)dedE, =Y p.f(E) (C.23

-1-1 1
Per quanto riguarda la famiglia di elementi finiti isoparametrici che ha come master
element quello quedrato definito sul dominio [-1,1]%[-1,1], una semplice sostituzione delle

variabili di integrazione permette ricondus ad uraintegrazione su quest'ultimo daminio:

+1+1

_U f(%(&,.€,), % (&,,&,))dx,dx, = ” £(£,,&,)

Qer -1-1

0(x,,%,)
9(¢1,¢>)

d¢,d¢, (C.24)
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ovvero

JT 1 0ule082). (8 Ea))obsde, = [ | £(8.8,)3(8,,85)d8,0 (C.25)
Quindi, applicando la (C.23)

JJ 1 (0(8082) (80 E))ad, = 5 pIE)F(E) = £, (C.26)

avendo indicato sinteticamente con un apice la valutazione delle funzioni nel punto di Gauss
corrispondente.
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