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  Gli algoritmi per il metodo diretto in programmazione matematica sviluppati

nel Cap 5 sono sottoposti a verifica mediante esempi numerici che si riferiscono a tre
problemi piani nelle deformazioni. I risultati ottenuti sono confrontati con quelli di analisi
evolutive e, quando possibile, con soluzioni teoriche, allo scopo di quantificare l’entità
dell’errore commesso. Gli esempi numerici condotti evidenziano che gli algoritmi
sviluppati, sicuramente vantaggiosi in termini di tempi e risorse di calcolo necessarie,
risultano tuttavia fortemente influenzati in termini di precisione ottenuta dalla scelta del
parametro di penalizzazione e, nel caso dell’algoritmo per il criterio di Drucker-Prager,
dalle dimensioni del problema. L’esperienza sembra indicare che per un assegnato sistema
la scelta ottimale del parametro di penalizzazione è la medesima per diverse analisi di
adattamento, ma che tale scelta non è necessariamente altrettanto valida per un sistema
diverso.

����,QWURGX]LRQH
Allo scopo di verificare gli algoritmi risolutivi per il metodo diretto di tipo cinematico

descritti nel Cap. 5 si sono esaminati alcuni problemi per i quali è possibile conoscere per altre

vie la soluzione corretta o, perlomeno, una soluzione di riferimento che si possa ritenere

sufficientemente prossima a quella corretta dal punto di vista ingegneristico.

Si sono eseguite delle analisi limite e delle analisi di adattamento assumendo come termine

di riferimento una soluzione analitica, quando possibile, oppure il risultato di analisi evolutive

condotte mediante un codice di calcolo commerciale per elementi finiti (Abaqus 5.7). Il

modello ad elementi finiti utilizzato nelle analisi evolutive è il medesimo per i metodi diretti, in

modo tale da verificare, quando disponibile una soluzione teorica, la bontà di tale modello
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nell’ approssimare il problema continuo. Si sono sempre utilizzati elementi finiti isoparametrici

quadrati a quattro nodi (nei quattro vertici dell’ elemento), con interpolazione bilineare degli

spostamenti.

Il primo esempio, molto semplice e passibile di essere risolto anche con un metodo diretto

di tipo statico, riguarda una lamina in stato di sforzo uniforme; più complessi (ed interessanti

anche dal punto di vista applicativo) sono invece gli altri due esempi, divenuti oramai classici

nello studio della capacità portante di una struttura: il problema del punzonamento e quello

della trazione di una lamina con due intagli simmetrici. Questi due ultimi problemi sono stati

ripresi da ���������
	�������
���������  [6], cui si è fatto riferimento nella scelta della mesh.

Tutti i problemi affrontati sono in stato piano di deformazione (������	������������	 ), ovvero,

qualora sia O� 1� 2 il piano rispetto a cui sono paralleli gli spostamenti del sistema, questi ultimi

sono indipendenti da � 3:
� ����� � � ��� �

1 1 1 2 2 2 1 2 3 0= = ≡( , ) ( , ) (6.1)

Le deformazioni non identicamente nulle sono pure indipendenti da � 3:

ε ε ε ε γ γ
ε γ γ

1 1 1 2 2 2 1 2 12 12 1 2

3 23 310 0 0

= = =
≡ ≡ ≡

( , ) ( , ) ( , )!�! !�! !�!
(6.2)

Anche gli stati di sforzo sono indipendenti da � 3 ma, in generale, non sono piani, anche se la

componente ortogonale al piano delle deformazioni è determinabile mediante equilibrio da

quelle parallele a tale piano:

σ σ σ σ τ τ
σ σ σ τ τ

1 1 1 2 2 2 1 2 12 12 1 1

3 1 1 2 2 1 2 23 310 0

= = =
= + ≡ ≡

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

" " " " " "
# "�" # "�" (6.3)

essendo ν il coefficiente di Poisson.

Nel seguito si indicherà con il pedice B il valore base del carico o del dominio di carico, con

pedice $&%  il riferimento all’ analisi limite, con pedice ')(  quello all’ analisi di adattamento, con

apice *+*-,  il riferimento al criterio di snervamento di Huber-Hencky-von Mises, con apice 
(/.

quello al criterio di Drucker-Prager, con apice GT quello al criterio di Guest-Tresca ed infine

con apice ,10  quello al criterio di Mohr-Coulomb. Si indica con σ0 il valore dello sforzo di

snervamento in trazione monoassiale del materiale.
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Con riferimento alla Fig. 6.1, si abbia una lamina di forma quadrata in condizioni di stato

piano di deformazione giacente nel piano O� 1� 2 e vincolata a terra mediante carrelli come

indicato in figura. Essa sia soggetta ad un carico uniformemente distribuito su uno dei lati,

avente intensità � .

In seguito alle particolari condizioni di carico e di vincolo, il sistema definito risulta

staticamente determinato e lo stato di sforzo risulta uniforme e pari in ogni istante a:

σ σ σ ν τ1 2 3 120 0= = = =� � (6.4)

Discretizzando il problema con elementi quadrati a quattro nodi, si utilizza

un’ interpolazione che consente di descrivere senza approssimazioni la cinematica del problema

particolare in esame. Sebbene sarebbe pertanto sufficiente un solo elemento finito per

descrivere compiutamente il sistema, se ne sono tuttavia utilizzati quattro (vedi Fig. 6.1) allo

scopo di testare le funzioni di assemblaggio del codice scritto per il metodo diretto.

Fig. 6.1  Lamina in stato di sforzo uniforme ed in stato piano di deformazione

� 1

� 2

�
�
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('

Il problema in esame è sufficientemente semplice da poter essere risolto mediante il metodo

diretto che si basa sull’ approccio statico. Si consideri allo scopo il teorema statico

dell’ adattamento e si noti che, in virtù della particolare condizione di carico, ogni punto della

lamina deve trovarsi nelle medesime condizioni di tutti gli altri e, di conseguenza, ogni

possibile distribuzione di sforzi residui deve essere uniforme. Tale distribuzione deve inoltre

rispettare le condizioni al contorno naturali per carichi nulli ( � =0) e pertanto, con riferimento

ad esempio al punto 
�

 di Fig. 6.1, si deduce che devono essere ivi (e pertanto ovunque, in virtù

dell’ uniformità) nulle le componenti degli sforzi residui parallele al piano O� 1� 2. Ne consegue

che il campo di sforzi residui di cui si fa menzione nel teorema statico è univocamente definito

da un solo scalare ρ che esprime l’ intensità della componente nella direzione � 3, ciò che rende

estremamente vantaggiosa l’ applicazione dell’ approccio statico in programmazione matematica

per la determinazione del coefficiente di sicurezza.

Ricordando quanto visto nel Cap. 4, il coefficiente di sicurezza all’ inadattamento (e al

collasso plastico quale caso particolare) è la soluzione del seguente problema di

programmazione matematica (nel quale l’ autoequilibrio degli sforzi residui verrà tenuto in

conto mediante le considerazioni di cui sopra sulla natura di tale distribuzione):

) * +, -: max | ,...,
,

= + ≤ ∀ =
µ

µ ϕ µ
ρ

σ ρ2 7= B0 1 (6.5)

�/.�02123�.�05476�0(8�93�.;: ��< 3�9=1>476�0?:@4A9 < 0�8�38
Nel caso del criterio di snervamento di von Mises (scritto per gli sforzi principali) si ha

ϕ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σσ0 5 = + + − − − −B B B B B B B�B B B B�B B B B B B�B2 2 2
0
2 (6.6)

Per quanto osservato in precedenza, il vettore degli sforzi principali in ogni punto della lamina

e per il generico vertice del dominio di carico vale

µ µ
ν ρ

σ ρCD C
C

E
E

F G
+ =

�

!

 
 
 

"

$

#
#
#

+
�

!

 
 
 

"

$

#
#
#

=
0 0

0 1( ,..., ) (6.7)

Sostituendo la (6.7) nella (6.6) si ricava, con semplici passaggi,
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ϕ µ ν ν µ ν µρ ρ σσ ρ�� � �� �+ = − + + − + −2 7 2 2 2 2
0
21 2 1( ) ( ) (6.8)

Adimensionalizzando mediante le posizioni

~ : ~ :� �
� �

= =
σ

ρ ρ
σ0 0

(6.9)

si ottiene dal problema (6.5) un programma che ha due sole incognite (µ ρ e ~), funzione

obiettivo lineare e vincoli quadratici di tipo

ϕ µ ρ ν ν µ ν µρ ρ, ~ ~ ( ) ~ ( ) ~ ~1 6 = − + + − + − ≤� �� �2 2 2 21 2 1 1 0 (6.10)

ed è di semplicissima soluzione avvalendosi di una comoda rappresentazione grafica nel

piano � µ ρ ~  (v. Fig. 6.2).

Fig. 6.2  Determinazione del coefficiente di sicurezza mediante l’ approccio statico in
programmazione matematica (criterio di von Mises)

Assegnato un dominio di carico, il coefficiente di sicurezza all’ inadattamento è la massima

ascissa della regione ammissibile del problema (6.5), la quale è data dall’ intersezione dei

domini racchiusi all’ interno di tutte le ellissi ottenute ponendo pari a 0 le equazioni (6.8),

scritte per i valori di �
	  corrispondenti ai nodi di tale dominio di carico. Ad esempio, per

l’ analisi di adattamento al dominio di carico [-σ0, +σ0], la regione ammissibile è data

dall’ intersezione delle regioni interne alle ellissi di colore blu ( �
	 = +σ0) e azzurro ( �
	 = -σ0) e il

µ

ρ  /  σ0

�
	�� σ  =+1,00 �
	�� σ  =+0,25
�
	�� σ  =+0,75 �
	�� σ  =    0
�
	�� σ  =+0,50 �
	�� σ  =-1,00
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coefficiente di sicurezza è pari all’ ascissa del punto ottenuto intersecando tali curve, ovvero,

con semplici calcoli, � ≅1,12508790093. Più in generale, è facile calcolare che per un generico

dominio di carico del tipo [- � , + � ] si ha

� �������	� =
− −

1

1 2

0

ν ν
σ

(6.11)

Per il teorema di Dini (o della funzione implicita) il punto 
 	  del piano � µ ρ ~  avente la

massima ascissa µ e rispettoso del solo � -esimo vincolo è ottenibile dal seguente sistema:

′ = − ∂
∂

∂
∂

�
��

�
��

=

=

%

&
K

'
K

−

µ ρ ϕ
ρ

ϕ
µ

ϕ µ ρ

(~) ~

( , ~)

1

0

0

(6.12)

ovvero

∂
∂

= − + =

= − + + − + − =

%
&
K

'K

ϕ µ ρ
ρ

ν µ ρ

ϕ µ ρ ν ν µ ν µρ ρ

( , ~)
~

~ ( ) ~

( , ~) ~ ( ) ~ ( ) ~ ~

�
� �


 

2 1 2 0

1 2 1 1 02 2 2 2

(6.13)

Con semplici calcoli si ottiene

� �� �
2

3

1 1 2

3~ ,
−�

��
�
��

ν
(6.14)

Si noti che gli sforzi residui sono sempre i medesimi per ogni vincolo �  (linea tratteggiata in

Fig. 6.2), a differenza (ovviamente) del moltiplicatore del carico. Ne consegue immediatamente

il coefficiente di sicurezza per una qualsiasi analisi limite (dominio di carico con un solo vertice

e, pertanto una sola curva da considerare in Fig. 6.2):

� �������	� = 2

3
0σ

(6.15)

La (6.15) fornisce anche il risultato di molte analisi di adattamento, quali ad esempio tutte

quelle per il generico dominio di carico [0, � ], come si evince dal fatto che la curva verde in

Fig. 6.2 non vincola la regione ammissibile. Qualunque altro caso, per quanto complesso, può

essere risolto determinando algebricamente le intersezioni delle curve opportune e scegliendo

quella di ascissa minore, così da rispettare tutti i vincoli. La Fig. 6.2 riporta alcune curve

significative e può essere utilizzata per un rapida stima per via grafica del coefficiente di
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sicurezza e come ausilio visivo al calcolo algebrico. In Tab. 6.1 vi sono i risultati ottenuti per

un certo numero di casi, confrontati con i risultati ottenuti con il metodo cinematico.

�������������	��
��
������������������������

Nel caso del criterio di Drucker-Prager si procede in modo analogo, sostituendo l’ eqn.

ϕ β σ σ σ β σ σ σ σ σ σ

β σ β σ σ σ σ β

( ) tan ( ) tan ( )

tan( ) tan( ) tan( )

σ = −�
�

�
� + + − +�

�
�
� + + +

+ +�
�

�
� + + − +�

�
�
�

1
1

9
1

2

9

2

3
1

1

3
1

1

3

2 2 2 2 2

0 0
2

2

� � � � � � ��� � � ��� � � � � ���

� � � � � �

2 7 2 7

2 7
(6.16)

in luogo della (6.6). Anche in questo caso ci si è ricondotti ad un problema di programmazione

matematica in due sole variabili, con funzione obiettivo lineare e vincoli quadratici del tipo

~ tan ( )( ) ~ tan ( )( ) ~

tan ( ) ~ ~ tan( ) tan( ) ( )

tan( ) tan( ) ~ tan( )

� �

�

� �

�

2 2 2 2 2 2

2 2

2

1
1

9
1 2 1

2

9
1

1
1

9

2

3
1

1

3
1

2

3
1

1

3
1

1

3
0

− + − +�
! 

"
$#

+ − − +�
! 

"
$#

+

+ −�
! 

"
$#

+ +�
�

�
� +�

! 
"
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+

+ +�
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�
�

�
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"
$#

− +�
�

�
� ≤

ν ν β ν µ ν β ν µρ

β ρ β β ν µ

β β ρ β

(6.17)

Graficamente il problema è descritto dalle seguenti Fig. 6.3, Fig. 6.4 che si riferiscono al caso

β=π/24 e β=π/6 ,rispettivamente.

Procedendo come per il criterio di von Mises, si sono calcolate le soluzioni analitiche per un

certo numero di analisi limite e di adattamento, ottenendo i risultati riassunti nella seconda

colonna della Tab. 6.3.
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Fig. 6.3  Determinazione del coefficiente di sicurezza mediante l’ approccio statico in
programmazione matematica (criterio di Drucker-Prager, β=π/24)

Fig. 6.4  Determinazione del coefficiente di sicurezza mediante l’ approccio statico in
programmazione matematica (criterio di Drucker-Prager, β=π/6)

�����������	��
����������	�����������������
	���������	���������� ����! ��"	"	����#�#����#���	������� �#��%$

I problemi precedentemente affrontati mediante l’ approccio statico sono di seguito

sottoposti all’ esame del metodo diretto che si basa sull’ approccio cinematico. Le analisi sono

state condotte mediante gli algoritmi sviluppati nel Cap. 5 e hanno confermato i risultati

ottenuti in precedenza i quali sono assunti come riferimento nella determinazione dell’ errore

commesso. Le analisi sono state effettuate per un materiale con tensione di snervamento

monoassiale σ0=100 &('%)  mentre le proprietà elastiche non entrano in gioco, essendo il sistema

staticamente determinato.

*,+.- σ / =+1,00*,+.- σ / =    0*,+.- σ / =-1,00
ρ  /  σ0

µ

*,+.- σ / =+1,00*,+.- σ / =    0*,+.- σ / =-1,00
ρ  /  σ0

µ
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(a)

(b)

Fig. 6.5  Dipendenza dell’ algoritmo α dal parametro di penalizzazione (la numerazione delle analisi è la
medesima usata in Tab. 6.1). Nella Fig. 6.5b sono sovrapposte le curve 1-5,9,11 e 6-8,14.
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Tab. 6.1 Confronto tra i risultati ottenuti mediante l’algoritmo a (metodo diretto cinematico) ed il metodo diretto statico.

Metodo 
statico α=104 errore % α=105 errore % α=106 errore % α=107 errore % α=108 errore %

1)  LA 1.15470 1.08029 6.44410 1.14646 0.71361 1.15387 0.07188 1.15462 0.00693 1.15469 0.00087

2)  LA 1.53960 1.46300 4.97532 1.53134 0.53650 1.53877 0.05391 1.53952 0.00520 1.53959 0.00065

3)  LA 2.30940 2.23057 3.41344 2.30111 0.35897 2.30857 0.03594 2.30932 0.00346 2.30939 0.00043

4)  LA 4.61880 4.53772 1.75543 4.61049 0.17992 4.61797 0.01797 4.61872 0.00173 4.61879 0.00022

5)  LA 1.15470 1.08029 6.44410 1.14646 0.71361 1.15387 0.07188 1.15462 0.00693 1.15469 0.00087

6)  SD 1.15470 1.08033 6.44063 1.14695 0.67117 1.15391 0.06842 1.15466 0.00346 1.15473 0.00260

7)  SD 1.53960 1.46303 4.97337 1.53138 0.53390 1.53881 0.05131 1.53956 0.00260 1.53963 0.00195

8)  SD 2.30940 2.23061 3.41171 2.30115 0.35724 2.30861 0.03421 2.30936 0.00173 2.30943 0.00130

9)  SD 4.61880 4.53780 1.75370 4.61056 0.17840 4.61803 0.01667 4.61877 0.00065 4.61885 0.00108

10)  SD 1.12509 1.02416 8.97084 1.11338 1.04081 1.12390 0.10577 1.12497 0.01067 1.12508 0.00089

11)  SD 1.15470 1.07928 6.53157 1.14655 0.70581 1.15434 0.03118 1.15525 0.04763 1.15535 0.05629

12)  SD 1.15470 1.08050 6.42591 1.14665 0.69715 1.15401 0.05976 1.15478 0.00693 1.15486 0.01386

13)  SD 1.15470 1.08034 6.43977 1.14651 0.70928 1.15392 0.06755 1.15467 0.00260 1.15474 0.00346

14)  SD 1.15470 1.08033 6.44063 1.14650 0.71014 1.15391 0.06842 1.15466 0.00346 1.15473 0.00260

Problema

�� �� �� �� � � �� �� 	
 � �� � � � � 	� � � � � � �

Π=[0, 50]

Π=[-100, 0]

Π=[-100, 100]

Π={ 100 }

Π={ 75 }

Π={ 50 }

Π={ 25 }

Π={ -100 }

Π=[0, 100]

Π=[-100, 50]

Π=[-100, 25]

Π=[0, 75]

Π=[0, 25]

Π=[-100, 75]



Tab. 6.2 Norma delle deformazioni plastiche volumetriche (esprimente una misura della violazione del

vincolo di incompresibilità plastica) al variare del parametro di penalizzazione.

α=104 α=105 α=106 α=107 α=108

1)  LA 5.3463E-03 5.7314E-04 5.7693E-05 5.7731E-06 5.7735E-07

2)  LA 5.4540E-03 5.7420E-04 5.7704E-05 5.7732E-06 5.7735E-07

3)  LA 5.5618E-03 5.7526E-04 5.7714E-05 5.7733E-06 5.7735E-07

4)  LA 5.6684E-03 5.7631E-04 5.7725E-05 5.7734E-06 5.7735E-07

5)  LA 5.3463E-03 5.7314E-04 5.7693E-05 5.7731E-06 5.7735E-07

6)  SD 5.3462E-03 5.7315E-04 5.7692E-05 5.7792E-06 2.8276E-06

7)  SD 5.4543E-03 5.7421E-04 5.7703E-05 5.7731E-06 2.8278E-06

8)  SD 5.5619E-03 5.7526E-04 5.7714E-05 5.7732E-06 2.8280E-06

9)  SD 5.6685E-03 5.7631E-04 5.7725E-05 5.7734E-06 5.7735E-07

10)  SD 4.3514E-03 4.8265E-04 4.8706E-05 4.8749E-06 4.8753E-07

11)  SD 5.3359E-03 5.7301E-04 5.7672E-05 5.7704E-06 5.7707E-07

12)  SD 5.3471E-03 5.7324E-04 5.7697E-05 5.7733E-06 5.7736E-07

13)  SD 5.3465E-03 5.7317E-04 5.7693E-05 5.7730E-06 1.7683E-06

14)  SD 5.3462E-03 5.7315E-04 5.7692E-05 5.7729E-06 2.8276E-06

Π=[-100, 25]

Π=[0, 75]

Π=[0, 25]

Π=[-100, 75]

Π={ 25 }

Π={ -100 }

Π=[0, 100]

Π=[-100, 50]

Problema

�� �� �� �� � � �� �� 	
 � �� � � � � 	� � � � � � �

Π=[0, 50]

Π=[-100, 0]

Π=[-100, 100]

Π={ 100 }

Π={ 75 }

Π={ 50 }
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La Tab. 6.1 riassume i risultati ottenuti nel caso del criterio di von Mises per mezzo

dell’ algoritmo α. La prima colonna definisce il tipo di problema (LA = analisi limite, SD =

analisi di adattamento) ed il dominio Π dei carichi base in 
����

 (ad es. {100} è il singleton che

contiene il solo vertice � =100 
����

, [-100, 100] è l’ intervallo da � =-100 
����

 a � =100 
����

).

La seconda colonna riporta i coefficienti di sicurezza risultati ottenuti con il metodo statico:

essi sono stati ricavati analiticamente secondo le modalità illustrate in precedenza (ad esempio

con le formule (6.11) e (6.15)) e sono pertanto da considerarsi esatti per gli scopi che qui ci si

propone. Le colonne successive riportano i coefficienti di sicurezza ottenuti con l’ algoritmo α

in corrispondenza di cinque diversi valori del parametro di penalizzazione α (104, 105, 106, 107,

108) e gli errori percentuali relativamente al risultato del metodo statico.

Come evidenziato dalla Fig. 6.4, l’ errore percentuale decresce circa linearmente (in scala

logaritmica) all’ aumentare del parametro di penalizzazione, anche se le analisi di adattamento

(in nero in figura) presentano un livello minimo di imprecisione che pare ineliminabile (per

quanto notevolmente basso). In generale i risultati ottenuti sono estremamente accurati per

tutti i valori di α superiori a 104.

Allo scopo di verificare il corretto funzionamento della tecnica di penalizzazione

nell’ imposizione del vincolo di incompressibilità plastica, la Fig. 6.5b e la Tab. 6.2 mostrano il

valore di una norma che misura l’ entità della violazione del vincolo al variare del parametro di

penalizzazione. La norma che si è utilizzata consiste nella massimizzazione, al variare del

vertice �  del dominio di carico da 1 ad � , del valore assoluto della deformazione plastica

volumetrica in un punto della lamina (che a rigore dovrebbe essere nulla):

ε ε� � � �: max
,...,

=
=1
< A (6.18)

Poiché la lamina è in uno stato tensio-deformativo uniforme, ogni punto di essa è equivalente

agli altri ai fini del calcolo di tale norma (anche l’ algoritmo coglie effettivamente tale

uniformità in modo estremamente preciso). Nei casi di analisi limite la norma definita dalla

(6.18) coincide semplicemente con l’ unica deformazione plastica volumetrica ( � =1).
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(a)

(b)

(c)

Fig. 6.6  Dipendenza dell’ algoritmo β dal parametro di penalizzazione nei casi β=0 (a), β=π/24 (β) e β=π/6 (c)
(la numerazione delle analisi è la medesima usata in Tab. 6.3). Nella Fig. 6.6a sono sovrapposte le curve 1 e 2 e

le 3 e 4; nella Fig. 6.6c sono sovrapposte le curve 1 e 3.
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Tab. 6.3 Confronto tra i risultati ottenuti mediante l’algoritmo b (metodo diretto cinematico) ed il metodo diretto statico.

metodo 
statico α=104 errore % α=5*104 errore % α=105 errore % α=5*105 errore % α=106 errore %

1)  LA 1.15470 1.15340 0.11267 1.15444 0.02260 1.15457 0.01134 1.15467 0.00268 1.15469 0.00095
2)  LA 1.15470 1.15340 0.11267 1.15444 0.02260 1.15457 0.01134 1.15467 0.00268 1.15469 0.00095
3)  SD 1.15470 1.15344 0.10921 1.15448 0.01914 1.15461 0.00788 1.15472 0.00165 1.15473 0.00251
4)  SD 1.15470 1.15344 0.10921 1.15448 0.01914 1.15461 0.00788 1.15472 0.00165 1.15473 0.00251
5)   SD 1.12509 1.12324 0.16425 1.12472 0.03271 1.12490 0.01671 1.12505 0.00338 1.12507 0.00160

metodo 
statico α=104 errore % α=5*104 errore % α=105 errore % α=5*105 errore % α=106 errore %

1)  LA 1.12123 1.12011 0.09989 1.12100 0.02051 1.12112 0.00981 1.12121 0.00178 1.12122 0.00089
2)  LA 1.30589 1.30413 0.13493 1.30555 0.02619 1.30572 0.01317 1.30586 0.00245 1.30588 0.00092
3)  SD 1.12123 1.12015 0.09632 1.12104 0.01695 1.12116 0.00624 1.12125 0.00178 1.12126 0.00268
4)  SD 1.30589 1.30417 0.13186 1.30558 0.02389 1.30576 0.01011 1.30590 0.00061 1.30592 0.00214
5)   SD 1.12123 1.16001 3.45870 1.16169 3.60854 1.16190 3.62727 1.16206 3.64154 1.16209 3.64421

metodo 
statico α=104 errore % α=5*104 errore % α=105 errore % α=5*105 errore % α=106 errore %

1)  LA 1.04738 1.04682 0.05309 1.04727 0.01012 1.04733 0.00439 1.04737 0.00057 1.04738 0.00038
2)  LA 2.12497 2.12039 0.21544 2.12413 0.03944 2.12460 0.01732 2.12497 0.00009 2.12502 0.00245
3)  SD 1.04738 1.04682 0.05309 1.04727 0.01012 1.04733 0.00439 1.04737 0.00057 1.04738 0.00038
4)  SD 2.12497 2.12020 0.22438 2.12401 0.04508 2.12451 0.02155 2.12494 0.00132 2.12500 0.00151
5)   SD 1.04738 1.07526 2.66227 1.08582 3.67051 1.08697 3.78030 1.08792 3.87101 1.08801 3.87960Π=[-100, 100]

Π=[-100, 0]

Π=[-100, 0]

Π=[-100, 100]

Π={ 100 }
Π={ -100 }
Π=[0, 100]
Π=[-100, 0]

Criterio di snervamento di Drucker-Prager con β = π / 6

Problema

Problema

Π={ 100 }
Π={ -100 }
Π=[0, 100]

Π=[0, 100]

Π=[-100, 100]

Criterio di snervamento di Drucker-Prager con β = π / 24

Criterio di snervamento di von Mises ( Drucker-Prager con β = 0 )

Problema

Π={ 100 }
Π={ -100 }
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	����� β

Come nel caso precedente, si sono eseguite alcune analisi limite e di adattamento anche

mediante l’ algoritmo β, ottenendo i risultati presentati in Tab. 6.3. Le analisi si riferiscono a tre

diversi valori del parametro β che è legato all’ apertura del cono di Drucker-Prager: β=0,

valore per cui si ritrova come caso particolare il criterio di von Mises, β=π/24 e β=π/6. Come

in precedenza si sono eseguite analisi al variare del parametro di penalizzazione per osservare

la dipendenza dei risultati da esso.

I grafici in Fig. 6.6 mostrano come l’ errore percentuale decresca circa linearmente (in scala

logaritmica) con il parametro di penalizzazione, anche se per β≠0 nel caso dell’ analisi 5) non si

riesce a migliorare la qualità della stima. In generale i risultati sono comunque non disprezzabili

ed indicano chiaramente che l’ algoritmo può funzionare correttamente (altrimenti non si

spiegherebbe un errore che in alcuni casi può essere ridotto allo 0,001%) se non si presentano

problemi numerici legati alle dimensioni del problema. Circa l’ algoritmo β si fa presente da

subito che esso è nato dall’ intento di estendere la tecnica utilizzata nell’ algoritmo α ad un caso

più generale ed osservarne il comportamento, senza pretesa alcuna di sintetizzare uno

strumento effettivamente capace di risolvere grossi problemi, dal momento che in tale caso si

richiederebbero competenze di analisi numerica ed informatica la cui acquisizione va oltre gli

scopi di questa tesi.

��������������������� ���!��"�#
$&%'� �)(�$&*+$&,�".- �!/0/&��*1%2/&3�#
$&%'��$ "'� "2/0$0�4$&,�5 �

La semplicità del problema consente di interpretare fisicamente i risultati numerici che si

sono ottenuti in precedenza con tecniche di programmazione matematica. Data la facilità con

cui si può ottenere un 6�7&8�9;:=<?>A@B:DC+9;: E�7GF  solitamente precluso dalla complessità del problema, mi

pare opportuno soffermarsi brevemente su questo aspetto.
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Fig. 6.7  Interpretazione fisica dei risultati delle analisi limite e di adattamento ottenuti
mediante le tecniche di programmazione matematica

L’ uniformità degli sforzi permette, come già osservato, di ridurre l’ analisi del problema ad

un solo (generico) punto. Dal momento che risulta σ� = σ I = 0, è inoltre possibile considerare,

in luogo dello spazio degli sforzi principali, il solo piano degli altri due sforzi principali, i quali

coincidono banalmente con σ�  e σ� ; σ� , essendo uguale a � , misura direttamente l’ intensità del

carico applicato. Intersecando il cilindro di von Mises ed il cono di Drucker-Prager con tale

piano, si ottengono delle coniche (in particolare ellissi), ovvero, rispettivamente:
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Le precedenti individuano al loro interno il dominio elastico e sono rappresentate

(adimensionalizzate) in Fig. 6.7 nei tre casi esaminati in precedenza con le tecniche di

programmazione matematica. La retta σ νσ3 2=  individua il luogo delle risposte

indefinitamente elastiche e i domini ∆ sono pertanto segmenti giacenti su di essa.Uno sforzo

autoequilibrato (una sola componente, detta ρ) deve essere parallelo all’ asse σ� , come già

ricordato, e sommare uno sforzo residuo (costante) ad un dominio ∆ significa pertanto

traslarlo in direzione orizzontale.

Ragionamenti del tutto analoghi a quelli condotti nel §4.5 portano a concludere che nel caso

delle analisi limite il carico di collasso a trazione (compressione) coincide con l’ ordinata

massima (minima) di ciascun dominio elastico, cioè dei punti A, B, C (punti D, E, F) nei tre

casi, poichè non esiste alcuno sforzo residuo capace di riportare al suo interno punti con

ordinata maggiore (minore). Nel caso di analisi di adattamento con dominio di carico avente un

vertice nell’ origine è facile dedurre dalla forma dei domini di snervamento che la massima

amplificazione del dominio di carico è quella che porta il vertice non nullo nei medesimi punti

estremi del dominio di snervamento, ovvero nel caso di carichi di trazione (compressione) tale

vertice è dato dai punti A, B, C (D, E, F) nei tre casi esaminati. Nel caso di analisi di

adattamento con domini di carico simmetrici caratterizzati da fasi sia di trazione che di

compressione la massima amplificazione corrisponde, invece, nel caso del criterio HHM alle

intersezioni (simmetriche) della superficie di snervamento con la retta delle risposte

indefinitamente elastiche (punti G ed H) e, nel caso del criterio DP con i punti B e C, nei due

casi considerati. Semplici calcoli di geometria nalitica permettono di calcolare le coordinate dei

punti sopra menzionati, ottenendo:

A ( 0,577350 ; 1,154701 )

B ( 0,517962 ; 1,121230 )

C ( 0,345800 ; 1,047376 )

D ( -0,577350 ; -1,154701 )

E ( -0,702624 ; -1,305892 )

G ( 0,337526 ; 1,125088 )

F ( -1,423392 ; -2,124968 )

H ( 0,337526 ; 1,125088 )
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Come si può notare, si sono riottenuti i valori ricavati dai metodi di programmazione

matematica e riportati in Tab. 6.1 e Tab. 6.3. E’  molto semplice (anche se qui omesso per

brevità) calcolare l’ intensità degli sforzi residui necessari per ottenere l’ adattamento come

differenza delle ascisse dei punti di cui sopra e quelle dei punti di pari ordinata sulla retta delle

risposte indefinitamente elastiche. Analogamente a quanto fatto nel §4.5, si può inoltre seguire

l’ evoluzione dello stato di sforzo: ad esempio, nel caso di analisi limite con criterio HHM,

incrementando monotonamente i carichi a partire dal valore nullo si segue la retta σ νσ3 2=

fino al punto G (esaurimento delle risorse elastiche), quindi si sviluppano plasticizzazioni

seguendo il contorno del dominio di snervamento (ellisse blu in figura) fino al punto A, oltre

cui si avrebbe il collasso. Se, giunti in A, si scaricasse poi completamente il sistema si

seguirebbe un segmento (tratteggiato in figura) parallelo alla retta σ νσ3 2= , giungendo infine

nel punto I, la cui ascissa coincide con il valore dell’ unica componente non nulla degli sforzi

residui. Ragionamenti più lunghi, ma non più difficili, permettono poi di analizzare

“visivamente” storie di carico più complesse, ad esempio ciliche, e condurre delle analisi di

adattamento seguendo un approccio di natura cinematica, similmente a quanto descritto nel

§4.5.
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La Fig. 6.8 illustra il problema del punzonamento ( :DC����?CGF >GF :�� C�� 8 >	� @D>GF
�A:�� ), ovvero della

determinazione del carico di collasso di un semispazio contro cui è premuto un blocco rigido

soggetto ad una forza �  centrata. Questo modello è spesso utilizzato nella pratica

ingegneristica per schematizzare l’ interazione tra un plinto di fondazione ed il terreno.

Fig. 6.8  Il problema del punzonamento

Il problema viene studiato sostituendo un carico uniformemente distribuito in

corrispondenza del blocco rigido ed avente intensità �  pari al rapporto tra �  e la base �  del

blocco (v. Fig. 6.9).

Fig. 6.9  Schematizzazione nel caso di assenza di attrito

�

��������
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Nel caso di analisi limite si assume come valore base il carico

0σ=�� (6.20)

mentre nel caso di analisi di adattamento si assume il dominio di carico base

],0[ �� �=Π (6.21)

Il sistema in esame è semi-infinito, ma gli effetti del carico divengono progressivamente più

deboli allontanandosi dalla zona caricata, così che è possibile ridursi ad un sistema limitato di

dimensioni sufficientemente grandi (rispetto a quelle della zona soggetta ai carichi) da

includere la regione maggiormente sollecitata. La simmetria del problema consente inoltre di

discretizzare solo metà del sistema, tenendo naturalmente conto del fatto che gli spostamenti

dei punti in corrispondenza dell’ asse di simmetria sono vincolati ad avere componente

orizzontale nulla.

Fig. 6.10  Il modello per elementi finiti (solo una metà, per simmetria)

La Fig. 6.10 mostra il modello per elementi finiti che si è utilizzato (v. ��> 6�9 � CA: ��� �����0>��A: [6]),

essendo le dimensioni del rettangolo discretizzato pari a 5 	  per 2 	 . Il carico è distribuito su di

una lunghezza pari ad 1/5 della lunghezza totale della regione discretizzata. Per non

appesantire l’ onere computazionale non si sono effettuati raffinamenti della mesh, la quale, pur

non essendo particolarmente fitta, ha comunque fornito risultati non disprezzabili.

Le analisi sono state effettuate per un materiale elastoplastico con modulo di Young



=10 
��� > , tensione di snervamento monoassiale σ0=10 

� >  e coefficiente di Poisson ν=0,3.

�

�
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����������� %2/&3�#
$&%'��$ "'� "2/0$0�4$&,�5 ��� ���)/��&"'� "2/0$&*+$�/0$�� $0���

Una soluzione analitica per il caso dell’ analisi limite può essere ottenuta mediante il metodo

delle linee caratteristiche ( 9;@=: 6 @=:DC��?9 ) nel caso del criterio di snervamento di von Mises (v.
� >A<?7+>+C��
	  [38], 

� �0>�E�� �  [73]). Precisamente, il carico di collasso vale:

( )π
σ

+= 2
3
0

����� �� (6.22)

Si ottiene pertanto

968,2
3

2 ≅+== π
�
���������������� �

�
� (6.23)

La (6.22) è stata ricavata da Prandtl nel 1920 [75] e, successivamente, da Hill. I due Autori

hanno proposto soluzioni diverse che forniscono però il medesimo valore del carico limite. Si

può anzi dimostrare che esiste una infinità di soluzioni di tipo “ibrido”, cioè intermedio tra

quella di Prandtl e quella di Hill, le quali tutte forniscono il valore esatto del carico di collasso,

a testimonianza del fatto che, nonostante quest’ ultimo sia unico, nulla può dirsi circa l’ unicità

del meccanismo di collasso.

Nel caso del criterio di Drucker-Prager non vi sono, per quanto a me noto, soluzioni

teoriche; esiste tuttavia una soluzione valida per il criterio di Mohr-Coulomb (v. App. D), e di

largo impiego nell’ ingegneria geotecnica. Precisamente si ha (
� �0>+C��GF @����
��� ):









−





 +⋅= ⋅ 1

24
tan)cot( 2)tan( φπφ φπ� !�"$#% & (6.24)

essendo '  e φ rispettivamente la coesione e l’ angolo di attrito interno del materiale (terreno).

Al limite per φ→0 si ottiene la soluzione per il criterio di Guest-Tresca (nel quale ' =σ0/2):

)2(
2

)2( 0 πσπ +=+⋅= ()�*�+, - (6.25)

Si noti che nel caso del criterio di von Mises (i criteri GT ed HHM sono equivalenti in

condizioni di .0/21
3547698;:�15<23  [74]) si ha 30σ== e si riottiene la (6.22).

La soluzione (6.24) può essere usata per determinare una delimitazione inferiore ed una

superiore al carico limite, facendo riferimento, rispettivamente, alla piramide di Mohr-Coulomb

inscritta e circoscritta al cono di Drucker-Prager. Utilizzando le formule riportate in App. D,
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cui si fa riferimento per la simbologia qui utilizzata, si ottengono, per il materiale in seguito

utilizzato nell’ applicazione del metodo diretto e delle analisi evolutive, i valori raccolti in Tab.

6.4. Non vi sono invece soluzioni analitiche per casi di analisi di adattamento (peraltro non

particolarmente significative del punto di vista delle applicazioni), perlomeno per quanto a me

noto.

σ0

β

α�

c
φ

��� ���
γ
c
φ

���	��

0,076156495

0,025336535
6,02687E+06

5,11798E+06

�� �����������������

��������������������

β = π / 24

Piramide inscritta

Piramide circoscritta

����� �  !� "	#�$�� %'&��)(�*'+���,�� %',-�/.'�0(

����� �  !� "	#�$�� %'&��/��&�1	��,�� %',-�/.'�0(0,064457521

3,709089693

6,05022E+06

Parametri del modello di Drucker-Prager

Parametri del modello di Mohr-Coulomb

formulazione (D.7)

formulazione (D.14)

10 2)3�4

Tab. 6.4  Delimitazione del coefficiente di sicurezza al collasso plastico nel caso del
criterio di Drucker-Prager mediante il criterio di Mohr-Coulomb

576	8/6	9;:=<?>A@7BDCA<)E/C=FHGJI/CAK)E/L�GMK)E=K?>NCAO�C=G�P7<?>A@/L�C�P7GRQ

Il caso dell’ analisi limite è stato studiato mediante un’ analisi evolutiva elastoplastica con una

storia di carico monotonamente crescente da S =0 per 8 =0 fino a S = T  per 8 = U , come illustrato

in Fig. 6.11. La risposta osservata è inizialmente elastica, per poi divenire elastoplastica fino al

raggiungimento del carico di collasso SWV  per 8 = 8XV < U  (gli ultimi passi dell’ analisi, per 8 > 8XV , non

                                               
† Circa la discussione dell’ influenza di fenomeni di Y�Z0[]\_^ `Na  si rimanda al §6.5.2
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vengono ovviamente eseguiti, essendo collassato il sistema). Dalla conoscenza di 8XV  si risale a

SWV = T 8XV / U  e quindi, dividendo per S�� , a 6���� . La scelta T =10 S��  e U =10 fa si che l’ asse del

tempo coincida con quello del moltiplicatore dei carichi e che sia 6 = 8XV .

(a)                                                                                    (b)

Fig. 6.11  Storia di carico per l’ analisi limite (a) e per quella di adattamento (b) condotte
mediante analisi evolutive elastoplatiche

Per determinare il coefficiente di sicurezza a collasso plastico è pertanto sufficiente osservare

l’ andamento temporale di uno spostamento significativo, come quello evidenziato in Fig. 6.10,

il quale diverge in corrispondenza di 6 = 8XV . In Fig. 6.12 si mostra tale grafico nel caso del

criterio HHM, dal quale si deduce 3≅
���	�

��� ,02, mentre in Fig. 6.13 si ha il caso del criterio

DP, da cui si deduce 75,3≅
��
����  (valore probabilmente non particolarmente affidabile a causa

della presenza di fenomeni di /��
' � <23��  ma assunto comunque come riferimento, poiché le analisi

per mezzo del metodo diretto sono state condotte sul medesimo modello ad elementi finiti) che

rientra nell’ intervallo (invero piuttosto ampio) di cui in Tab. 6.4. Il due risultati inducono a

ritenere che il modello ad elementi finiti descriva l’ originale sistema continuo in modo

accettabile. La Fig. 6.14 mostra le deformazioni plastiche equivalenti di von Mises (definite

come 2 3 ε ε� �
�

� �
�

) nei due casi esaminati, mettendo in evidenza come la zona maggiormente

plasticizzata, e pertanto sollecitata, sia effettivamente di dimensioni piuttosto ridotte rispetto a

quelle della porzione di semispazio discretizzata.

In Fig. 6.20b è mostrata la distribuzione di spostamenti a collasso nel caso di analisi limite

per il criterio di Mises ottenuta mediante analisi evolutive.

 8

S

8XV U

T
SWV

   8

S
µ S��
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Fig. 6.12  Determinazione del coefficiente di sicurezza al collasso plastico nel caso del criterio di von Mises

Fig. 6.13  Determinazione del coefficiente di sicurezza al collasso plastico nel caso del criterio di Drucker-
Prager
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(a)

(b)

Fig. 6.14  Deformazioni plastiche equivalenti di von Mises nel caso di analisi limite per il
criterio di von Mises (a) e di Drucker-Prager (b)

Il caso dell’ analisi di adattamento è stato studiato mediante una serie di analisi

elastoplastiche con una storia di carico oscillante tra i vertici del dominio di carico amplificato

dal moltiplicatore di carico µ, ossia tra � =0 e � =µ ��� ., come illustrato in Fig. 6.11b. dal

momento che, in virtù di quanto osservato nel Cap. 3, la variabilità temporale del carico non è

influente (purché la storia di carico passi per i vertici del dominio Π) si è scelta una funzione

armonica del tempo, la quale risulta comoda nell’ implementazione al calcolatore:

2)]cos(1[ ��� � πµ −= (6.26)

       0.00E+00
      +1.69E-02
      +3.39E-02
      +5.08E-02
      +6.78E-02
      +8.47E-02
      +1.02E-01
      +1.19E-01
      +1.36E-01
      +1.53E-01
      +1.69E-01
      +1.86E-01
      +2.03E-01
      +2.20E-01

       0.00E+00
      +1.39E-01
      +2.79E-01
      +4.18E-01
      +5.57E-01
      +6.97E-02
      +8.36E-01
      +9.75E-01
      +1.11E+00
      +1.25E+00
      +1.39E+00
      +1.53E+00
      +1.67E+00
      +1.81E+00
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Fig. 6.15  Analisi evolutive per la determinazione del limite di adattamento nel caso del criterio di snervamento
di von Mises: le condizioni subcritiche si riferiscono a µ =2,73, mentre quelle supercritiche a µ =2,75

Fig. 6.16  Andamento temporale di uno spostamento significativo in condizioni di adattamento (µ =2,73)
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(a)

(b)

Fig. 6.17  Deformata del sistema in condizioni subcritiche (µ=2,73) (a) e meccanismo di collasso
plastico incrementale in condizioni supercritiche (µ=2,75) (b)

La determinazione del limite di adattamento al dominio di carico assegnato procede per

successive approssimazioni con metodo dicotomico, eseguendo diverse analisi al variare del

moltiplicatore µ: osservando l’ andamento temporale dell’ energia plastica dissipata per ciascun

valore di µ ci si può rendere conto se si verifica adattamento (qualora, secondo la definizione

di shakedown, tale curva sia superiormente limitata) o meno (qualora essa continui a crescere

indefinitamente). A seconda del risultato ottenuto si modifica il valore di µ e si procede a

nuove analisi, giungendo ad individuare un intervallo giudicato sufficientemente ristretto

all’ interno del quale si trova il ricercato coefficiente di sicurezza.
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In Fig. 6.15 si mostrano le curve dell’ energia dissipata in funzione del tempo il quale ha

semplicemente la funzione di una variabile ordinatrice degli eventi. Per µ =2,73 si è in

condizioni subcritiche, ossia si ha adattamento (curva continua, superiormente limitata

dall’ asintoto tratteggiato), mentre per µ =2,75 si ha ratchetting (curva a tratto punto

indefinitamente crescente): pertanto )75,2,73,2[∈
��������� . In Fig. 6.16 si mostra l’ andamento

temporale dello spostamento 
�

 nel caso µ =2,73, da cui si trae una ulteriore conferma

dell’ avvenuto adattamento in campo elastico.

In Fig. 6.17a si riporta la deformata del sistema in condizioni subcritiche, mentre in Fig.

6.17b si sono rappresentate la configurazione indeformata e due deformate corrispondenti a
	
=200 
  e 

	
=400 
  in condizioni supercritiche (disegni non in scala).

Problema

3,02 2,74

Pametro di 
penalizzazione

s Errore %
Iterazioni 

necessarie s Errore %
Iterazioni 

necessarie

α=104
1,085 64,073 34 1,086 60,365 33

α=5*104
1,571 47,980 22 1,612 41,168 14

α=105
2,108 30,199 16 2,110 22,993 9

α=5*105
2,915 3,477 19 2,669 2,591 78

α ������ ��� ����� � � � ��� ��� � � ����� � � � ��� � �
α=5*106

3,509 16,192 11 2,778 1,387 90

α=107
3,686 22,053 7 2,783 1,569 92

α=5*107
3,909 29,437 4 2,795 2,007 75

α=108
3,944 30,596 4 2,792 1,898 85

Analisi evolutiva (soluzione 
analitica: 2,968)

��� � !�"�# � $#���%&%('$!�%('*)�� $+# ��,-'�%.�0/�+/ #21&'�%&%.�+)�# $�'�,-3�%4# )��+563� 7� 1.# %.,+�
α 8

Analisi evolutiva ( valor medio 
dell’intervallo [2,73 , 2,75) )

LA   Π = { 10 } SD   Π = [ 0 , 10 ]

�9�0�2!�"�# �0$0#�/ #�1.# :('1.# ,-'$�%.�

Tab. 6.5  Risultati ottenuti con il metodo diretto (algoritmo α)
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Fig. 6.18  Dipendenza dell’ algoritmo α dal parametro di penalizzazione

Fig. 6.19  Convergenza dell’ algoritmo α (parametro di penalizzazione α=106)
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(a)

(b)

Fig. 6.20  Soluzione in termini di spostamenti ottenuta per mezzo dell’ algoritmo α (a) a confronto con la
distribuzione di spostamenti a collasso ricavata dall’ analisi evolutiva (b) (disegni non in scala)

�����������	��
��������	��������������������������	��������������

 "!$#�%'&�(*),+-% α

L’ algoritmo α è stato utilizzato per studiare l’ analisi limite con ��. =σ0=10 /10"2  e quella di

adattamento con ],0[ 33 4=Π . Si è sempre assunto γ1=10-4, γ2=10-5 ed ε=10-5.

I risultati sono riportati in Tab. 6.5 per diversi valori del parametro di penalizzazione

assieme all’ errore percentuale commesso rispetto alla soluzione di riferimento. Il diagramma in

Fig. 6.18 riporta i medesimi risultati. Si nota una dipendenza molto forte dal parametro di
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penalizzazione. Tuttavia il parametro di penalizzazione ottimale ai fini della riduzione

dell’ errore, pari a 106, è il medesimo per entrambi i casi di analisi limite e di adattamento.

Quest’ ultimo caso risulta trattato in modo decisamente migliore dell’ altro, dal momento che

oltre il suddetto valore ottimale non si hanno sostanziali deviazioni dalla soluzione corretta.

In Fig. 6.19 si mostra l’ andamento del moltiplicatore dei carichi al crescere del numero di

iterazioni, evidenziando la convergenza monotona dall’ alto cui si è data giustificazione nel

§5.3. Il grafico di riferisce al valore ottimale del parametro di penalizzazione, ovvero α=106. Si

nota che il numero di iterazioni necessarie per raggiungere la convergenza è molto elevato nel

caso dell’ analisi di adattamento, ma che sarebbe altresì possibile assumere delle tolleranze

molto maggiori per concludere più rapidamente l’ analisi senza introdurre errori significativi.

In Fig. 6.20 si mettono a confronto la distribuzione di spostamenti a collasso calcolata per

mezzo dell’ analisi evolutiva (Fig. 6.20b) e la soluzione in termini di spostamenti che risulta

essere ottima (o quasi, dal momento che la convergenza è solo asintotica) per l’ algoritmo α

applicato al caso dell’ analisi limite (Fig. 6.20a). Qualitativamente esse sono tra loro molto

simili e appaiono decisamente realistiche dal punto di vista fisico: in entrambi i casi si nota

l’ abbassamento della zona sottostante il punzone ed il sollevamento di quella immediatamente

contigua, dove viene riversato il materiale che tende ad essere espulso dal carico di

compressione. Sebbene per quanto riguarda gli spostamenti ottenuti con l’ analisi evolutiva ciò

non stupisca, l’ attendibilità fisica della soluzione ottenuta con il metodo diretto fornisce una

indicazione molto positiva sul funzionamento dell’ algoritmo impiegato, perché in quest’ ultimo

caso il vettore degli spostamenti è ottenuto risolvendo un problema di minimo (la cui soluzione

molto probabilmente non è unica) e non seguendo da vicino l’ evoluzione del sistema. In

particolare sembra lecito dedurre il corretto funzionamento della tecnica di regolarizzazione

impiegata per fronteggiare la non derivabilità della funzione obiettivo nelle regioni “rigide”

(ovvero dove non si sviluppano deformazioni plastiche). Si nota infatti che le regioni più

distanti da quelle dove è applicato il carico rimangono praticamente indeformate.

L’ unica differenza che si coglie tra i due meccanismi in Fig. 6.20 consiste nel fatto che

quello ottenuto con l’ analisi evolutiva occupa una regione di dimensioni minori in cui si hanno

deformazioni maggiori, mentre quello ottenuto con il metodo diretto risulta essere più “diluito”

nello spazio.
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3
Pametro di 

penalizzazione
doppia 

precisione
Errore %

quadrupla 
precisione

Errore %

α =104 2,98 0,5 2,54 15,2

α =5 104 3,38 12,8 3,31 10,2

α =105 3,58 19,2 3,60 20,0

α =106 3,92 30,8 4,09 36,3

3,75
Pametro di 

penalizzazione
doppia 

precisione
Errore %

quadrupla 
precisione

Errore %

α =104 3,79 1,1 3,08 17,9
α =5 104 4,32 15,1 4,09 9,2
α =105 4,54 21,1 4,45 18,6

α =106 4,90 30,7 4,98 32,7

Soluzione di riferimento

β = 0
Soluzione di riferimento

β = π / 24

Tab. 6.6  Risultati ottenuti con il metodo diretto (algoritmo β)

���������
	�� / � β

I risultati ottenuti con l’ algoritmo β nel caso β=0 (criterio di Mises) e β=π/24 sono riportati

in Tab. 6.6. I calcoli sono stati effettuati in doppia ed in quadrupla‡ precisione e, come si può

notare le differenze sono notevoli, ciò che è probabilmente indice di un pessimo grado di

condizionamento del problema. Si noti in particolare che la bontà della soluzione per α=104 in

doppia precisione è puramente illusoria, come si evince dal confronto con la soluzione ottenuta

in quadrupla precisione per il medesimo valore del parametro di penalizzazione.

Si conclude quindi che per problemi di dimensioni non piccolissime l’ algoritmo diviene

inaffidabile, probabilmente per motivi numerici, ed i risultati decisamente pessimi. Non si può

escludere che sia possibile ottimizzare il codice utilizzato, con particolare riferimento alla

routine che risolve il sistema lineare, al fine di migliorare le prestazioni dell’ algoritmo β, ma,

allo stato attuale, esso non è assolutamente in grado di affrontare problemi non banali.

                                               
‡ Ciò è stato possibile mediante una estensione (HP Fortran / 9000) del linguaggio Fortran standard prodotta da
Hewlett-Packard per calcolatori HP 9000. Indicativamente in doppia precisione (8 bytes dedicati alla
memorizzazione di ciascun numero floating point) si hanno mediamente 16 cifre significative, mentre in
quadrupla precisione (16 bytes dedicati alla memorizzazione di ciascun numero floating point) se ne hanno 34,
al prezzo, ovviamente, di un notevole incremento dell’ onere computazionale [37].
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����/DPLQD�FRQ�GXH�LQWDJOL�VLPPHWULFL
La Fig. 6.21 illustra una lamina con due intagli profondi (piccoli valori del rapporto ����� ) e

simmetrici, soggetta ad un carico uniformemente distribuito di trazione � . Quanto alla forma

degli intagli, si suppone che essi siano infinitamente sottili. Il rapporto �����  vale 1/5 e si assume

quale valore base per l’ analisi limite il carico

��� =
σ 0

5
(6.26)

e per l’ analisi di adattamento il dominio di carico

Π 	 = [ , ]0 50σ (6.27)

Si suppone che la lamina sia sufficientemente lunga da considerare ininfluente (in ambito

elastico) in virtù del principio di De Saint Venant la modalità con cui tale carico è applicato.

Fig. 6.21  Lamina con due intagli sottili simmetrici

La doppia simmetria del problema consente di studiare solo un quarto del sistema,

imponendo naturalmente che i punti in corrispondenza degli assi di simmetria siano vincolati ad

avere spostamenti paralleli a tali assi. La Fig. 6.22 mostra il modello ad elementi finiti cui si è

fatto riferimento (v. 
$2������������
����� 2����  [6]). Le analisi sono state effettuate per un materiale

�

�

�

�
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elastoplastico con modulo di Young � =200 
� 0"2 , tensione di snervamento monoassiale σ0=200

/10"2 . e coefficiente di Poisson ν=0,3. Tali valori corrispondono ad un comune acciaio

strutturale in condizioni di temperatura ambiente.

Fig. 6.22  Modello ad elementi finiti (solo un quarto, per la doppia simmetria)

���������1�	��
��������	�����	��
 � �������

Una soluzione analitica, assunta come riferimento, per il caso dell’ analisi limite può essere

ottenuta mediante il metodo delle linee caratteristiche nel caso del criterio di snervamento di

von Mises (v. ��2	� � 2�����
  [38]). Precisamente, il carico di collasso vale:

�  �� ������ = +��
�
�2

3
1

2
0σ π

(6.28)

Si ottiene pertanto

� �
�

�������� ��������
�= = + ≅2

3
2

π
,968 (6.29)

che coincide con il valore dell’ esempio del punzonamento.

�

�



CAPITOLO  6

6.36

Non vi sono, per lo meno per quanto a me noto, soluzioni analitiche per il caso del criterio

di Drucker-Prager né per esempi di analisi di adattamento.

�����������
	��������	����
�������������������
������� �
�"!�	�����#�$!��

Procedendo esattamente come nel caso del problema del punzonamento, si sono eseguite

delle analisi evolutive nei casi di analisi limite per i due criteri HHM e DP e nel caso di analisi

di adattamento per il solo criterio HHM. L’ esempio in esame è particolarmente sensibile a

fenomeni di % ���'& � ��(  e sarebbe effettivamente necessario ricorrere a tecniche numeriche che

consentano di evitarne le conseguenze (§6.5.2). Per brevità e semplicità si è qui fatto

riferimento allo stesso elemento usato nell’ implementazione del metodo diretto, ossia un

elemento finito quadrato a quattro nodi con integrazione completa su di una griglia di punti di

Gauss 2×2, confortati dal fatto che il risultato ottenuto nel caso del criterio di von Mises pare

non disprezzabile, in quanto in accordo con la soluzione analitica.

Per quanto concerne l’ analisi limite, la Fig. 6.23 e la Fig. 6.24 mostrano l’ andamento dello

spostamento 
�

 evidenziato in Fig. 6.22 in funzione del moltiplicatore dei carichi nel caso del

criterio di von Mises e di Drucker-Prager, rispettivamente. Dalla Fig. 6.23 si ricava ) *�+,-,�. ≅ 3

(molto simile alla soluzione analitica), mentre dalla Fig. 6.24 si ricava / 0�12-3 ≅ 2 79, . Il caso del

criterio di von Mises pare non affetto da fenomeni di 465 7'8:9<;�= , a differenza di quello del criterio

di Drucker-Prager. Sembra comunque che tale dipendenza non provochi errori rilevanti nella

stima di >  e si assume pertanto il risultato ottenuto quale riferimento per le analisi condotte con

il metodo diretto. Quest’ ultimo utilizza la medesima discretizzazione per elementi finiti.

In Fig. 6.25 si mostrano le deformazioni plastiche equivalenti di von Mises nei due casi

considerati. Si nota, in particolare, che la lamina è sufficientemente lunga da poter considerare

le deformazioni plastiche concentrate in prossimità degli intagli.

In Fig. 6.31 si mostra la distribuzione di spostamenti a collasso nel caso di analisi limite per

il criterio di von Mises ottenuta mediante analisi evolutiva.

Nel caso dell’ analisi di adattamento con il criterio di snervamento di von Mises si presenta

una situazione diversa da quella del caso del problema del punzonamento. Precisamente,

fintanto che il moltiplicatore µ è tale da mantenere il sistema in condizioni subcritiche, si ha la
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Fig. 6.23  Determinazione del coefficiente di sicurezza al collasso plastico nel caso del criterio di von Mises

Fig. 6.24  Determinazione del coefficiente di sicurezza al collasso plastico nel caso del criterio di Drucker-
Prager
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(a) (b)

Fig. 6.25  Deformazioni plastiche equivalenti di von Mises nel caso dell’ analisi
limite per il criterio di von Mises (a) e di Drucker-Prager (b)

situazione descritta in Fig. 6.26, la quale si riferisce a µ =3 e mostra che l’ adattamento ha

luogo subito dopo il primo ciclo di carico. Quando invece si supera, anche di poco, tale valore

(per es. µ=3,1) il sistema non è in grado di sopportare neppure il primo ciclo di carico e rovina

per collasso plastico. Ciò si spiega notando che �����
�����

≅ 3e il coefficiente di sicurezza

all’ inadattamento al particolare dominio di carico coincide, a meno di inevitabili errori numerici

e tenendo conto che l’ analisi evolutiva è condotta su di un modello per elementi finiti e non sul

continuo cui si riferisce la soluzione teorica, con il coefficiente di sicurezza al collasso plastico
	�
������ ≅ 2,968. Come soluzione di riferimento si assume pertanto il coefficiente di sicurezza al

collasso plastico In effetti il sistema in esame non appare dotato di grandi risorse iperstatiche

per fronteggiare i carichi cui è sottoposto, ciò che lascia supporre che i due limiti di collasso

plastico semplice ed incrementale siano perlomeno molto vicini.

In Fig. 6.27 si mostra l’ andamento temporale dello spostamento 
�

 nel caso µ =3, da cui si

trae una ulteriore conferma dell’ avvenuto adattamento in campo elastico.

       0.00E+00
      +4.36E-02
      +8.71E-02
      +1.31E-01
      +1.74E-01
      +2.18E-01
      +2.61E-01
      +3.05E-01
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      +4.36E-01
      +4.79E-01
      +5.23E-01
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       0.00E+00
      +2.48E-02
      +4.97E-02
      +7.45E-02
      +9.93E-02
      +1.24E-01
      +1.49E-01
      +1.74E-01
      +1.99E-01
      +2.24E-01
      +2.48E-01
      +2.73E-01
      +2.98E-01
      +3.23E-01
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Fig. 6.26  Analisi evolutiva per la determinazione del limite di adattamento nel caso del criterio di snervamento
di von Mises: condizioni subcritiche relative a µ =3, per valori superiori si ha collasso plastico.

Fig. 6.27  Andamento temporale di uno spostamento significativo in condizioni di adattamento (µ =3)
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�����������
	��������	��
��������������������� ��	��
	 ������� �#��	

L’ utilizzo degli algoritmi sviluppati richiede la conoscenza del campo degli sforzi

indefinitamente elastici. E’  noto che in campo elastico la presenza di singolarità geometriche,

quali ad esempio un intaglio infinitamente sottile, induce una singolarità nel campo degli sforzi

in prossimità del 7���� 7'8	� 9 
 . Per calcolare tale campo si è utilizzata una mesh con elementi finiti

quadrati isoparametrici ad otto nodi (quattro nei vertici e quattro nei punti medi dei lati)

disposti esattamente come in Fig. 6.22. I due elementi che circondano il � 9 
  sono stati distorti

spostando due nodi da un mezzo ad un quarto del lato (v. Fig. 6.28), in modo da introdurre

una singolarità del tipo 1/√r (prevista dalla teoria) nel campo degli sforzi.

Fig. 6.28  Particolare della mesh utilizzata per ottenere il campo di sforzi indefinitamente elastici. Gli elementi
ombreggiati sono stati distorti per ottenere una singolarità del tipo 1/√r in prossimità del �� � .

La soluzione ottenuta è poi stata impiegata dagli algoritmi sviluppati come dato di ingresso.

Il modello ad elementi finiti impiegato da questi ultimi consiste nella mesh di Fig. 6.22 con

elementi a soli quattro nodi. Si riconosce che il cambiamento di modellazione è discutibile dal

punto di vista concettuale, tuttavia i risultati ottenuti sono in accordo con la soluzione

analitica. Uno studio più accurato del problema richiederebbe di riconsiderare questo aspetto,

tenendo conto però anche degli eventuali fenomeni di 465 7'8:9<;�=  indotti dall’ uso di elementi non

opportunamente studiati per evitarne le conseguenze. Tuttavia ciò va oltre gli scopi di questa

tesi.
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���������
	����� α

L’ algoritmo α è stato utilizzato per studiare l’ analisi limite con 
�� =40 
�� �  e quella di

adattamento con Π � ��= [ , ]0 . Si è sempre assunto γ1=10-4, γ2=10-5 ed ε=10-5.

I risultati sono riportati in Tab. 6.7 per diversi valori del parametro di penalizzazione

assieme all’ errore percentuale commesso rispetto alla soluzione di riferimento ed al numero di

iterazioni necessarie per ottenere la convergenza. Il diagramma in Fig. 6.29 riporta i medesimi

risultati. Si nota una dipendenza molto forte dal parametro di penalizzazione, specialmente nel

caso di analisi limite. Tuttavia ancora una volta il parametro di penalizzazione ottimale ai fini

della riduzione dell’ errore, pari a 5 106, è il medesimo per entrambi i casi di analisi limite e di

adattamento, ma è diverso da quello era risultato essere il migliore nel caso del problema del

punzonamento.

In Fig. 6.30 si mostra l’ andamento del moltiplicatore dei carichi al crescere del numero di

iterazioni; si nota ancora una volta la convergenza monotona dall’ alto.

Problema

3 3

Pametro di 
penalizzazione � Errore %

Iterazioni 
necessarie � Errore %

Iterazioni 
necessarie

α=104
1,504 49,867 37 1,511 49,633 37

α =5 104
2,131 28,967 25 2,145 28,500 24

α =105
2,482 17,267 25 2,506 16,467 23

α ���������  "! �$#  � ! %$&$% # %  �! �  $' � !  ��� � '
α=106

3,275 9,167 27 3,205 6,833 19

α=5 106
4,078 35,933 44 3,385 12,833 30

α=107
4,653 55,100 16 3,403 13,433 30

α=5 107
5,302 76,733 6 3,415 13,833 33

α=108
5,421 80,700 5 3,416 13,867 53

(*)*+ ,$-$. )*/".�)�01032"/",�042
5$)*/�. +$6�2�04)"7")87*. 912�0303)�5". /$2"6�:�0;. 5$)=<1:�+ >")*94. 0?6
)
 α @

LA   Π = { 40 } SD   Π = [ 0 , 40 ]
(*)*+ ,$-$. )A/".�7*.$9?. B32"94. 6
2"/�04)

(Analisi evolutiva - analitica) (Analisi evolutiva)

Tab. 6.7  Risultati ottenuti mediante il metodo diretto (algoritmo α)
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Fig. 6.29  Dipendenza dell’ algoritmo α dal parametro di penalizzazione

Fig. 6.30  Convergenza dell’ algoritmo α (parametro di penalizzazione α=5 105)
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(a) (b)

Fig. 6.31  Soluzione in termini di spostamenti ottenuta per mezzo dell’ algoritmo α (a) a confronto con la
distribuzione di spostamenti a collasso ricavata dall’ analisi evolutiva (b)

Il grafico si riferisce al valore ottimale del parametro di penalizzazione, ovvero α=5 106. Si

nota ancora che il numero di iterazioni necessarie per raggiungere la convergenza è maggiore

nel caso dell’ analisi di adattamento, e che sarebbe possibile assumere delle tolleranze molto

maggiori per terminare più rapidamente l’ analisi senza introdurre errori significativi.

In Fig. 6.31 si mettono a confronto la distribuzione di spostamenti a collasso calcolata per

mezzo dell’ analisi evolutiva e la soluzione in termini di spostamenti per l’ algoritmo α applicato

al caso dell’ analisi limite. Come nel caso del punzonamento, i due meccanismi sono

qualitativamente molto simili (la somiglianza è ancora più marcata che nel caso del

punzonamento) ed in accordo con la realtà fisica. In particolare si nota che le regioni distanti

dal vertice dell’ intaglio risultano praticamente indeformate.

���������
	����� β

I risultati ottenuti con l’ algoritmo β nel caso β=0 (criterio di Mises) e β=π/24 sono riportati

in Tab. 6.8. I calcoli sono stati effettuati in doppia ed in quadrupla precisione e, come si può

notare, le differenze, pur presenti, sono notevolmente minori che nel caso del problema del
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punzonamento, probabilmente in virtù del migliore condizionamento del presente problema,

che è di dimensioni minori. Questo fatto induce a pensare che l’ origine dei problemi individuati

possa essere appunto la dimensione del problema e che, forse, sia possibile una ottimizzazione

del problema che riesca ad innalzare il limite sulla complessità trattabile dall’ algoritmo β.

Comunque, allo stato attuale, i risultati sono ancora scadenti, anche se si riesce individuare

un valore del parametro di penalizzazione (α=105) che risulta ottimale per entrambi i casi. Ciò

non basta per supporre che tale valore possa essere proficuamente impiegato anche in altre

analisi relative al medesimo sistema, ma si può comunque utilizzare l’ algoritmo come punto di

partenza per successive analisi evolutive, la cui esecuzione risulta ovviamente meno onerosa se

è noto, anche solo approssimativamente, il coefficiente di sicurezza.

3

Pametro di 
penalizzazione

doppia 
precisione

Errore %
quadrupla 
precisione

Errore %

α=103 1,417 52,8 1,449 51,7

α=104 2,003 33,2 2,014 32,9

α � ��� � ��� �
	�� �� 	 ��� �
	�� ��� �

α=106 3,929 31,0 3,929 31,0

2,79

Pametro di 
penalizzazione

doppia 
precisione

Errore %
quadrupla 
precisione

Errore %

α=104 1,951 30,1 1,964 29,6

α=5 104 2,647 5,1 2,653 4,9

α� ��� �
��� �
	�� ��� � ��� �
	�� �
� �

α=5 105 3,434 23,1 3,434 23,1

α=106 3,784 35,6 3,784 35,6

Soluzione di riferimento

β = 0

β = π / 24

Soluzione di riferimento

Tab. 6.8  Risultati ottenuti con il metodo diretto (algoritmo β)
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����&RQVLGHUD]LRQL�FRPSXWD]LRQDOL�H�FRQIURQWL
FRQ�DQDOLVL�HYROXWLYH

Le considerazioni espresse di seguito originano dall’ esperienza maturata ed hanno pertanto

una portata inevitabilmente legata alla contingenza degli esempi numerici affrontati, benché sia

ragionevole ritenere di poter estendere, con le dovute riserve, le conclusioni ad un contesto più

ampio.

�����������
	�	������������������������������� ��!�"��

Dalle analisi effettuate emerge chiaramente che, in seguito alla notevole dipendenza del

risultato dal parametro di penalizzazione, gli algoritmi risolutivi sviluppati vanno utilizzati con

notevole cautela. Il risultato non è peraltro inatteso, dal momento che la stima del parametro di

penalizzazione è un limite generalmente riconosciuto della tecnica di penalizzazione. Se α è

troppo piccolo il vincolo corrispondente risulta imposto in modo eccessivamente blando,

mentre valori troppo elevati risultano in problemi numerici la cui soluzione è probabilmente

possibile con provvedimenti # $�%'& ( , ma diviene difficile da ottenere oltre certi limiti. Si è

comunque visto come sia possibile operare una scelta di compromesso che permetta di

ottenere dei risultati abbastanza accettabili, perlomeno come stime approssimative.

Fortunatamente, in tutti gli esempi esaminati il suddetto valore di compromesso si trova

nell’ intervallo relativamente ridotto che va da 105 a 106 e, per un dato sistema, pare essere il

medesimo per diverse tipologie di analisi. Il fatto che siano risolti molto bene con qualunque

valore di α sistemi di piccole dimensioni spinge a pensare che l’ importanza di queste ultime sia

decisiva, soprattutto nel caso dell’ algoritmo β. Se infatti l’ algoritmo α si comporta

discretamente anche con il problema del punzonamento (il più complesso tra quelli affrontati),

non si può dire altrettanto dell’ altro algoritmo, la cui affidabilità è pressoché nulla al di fuori

del ristretto ambito di problemi molto banali.

Le analisi evolutive permettono di stabilire se il sistema è in grado di adattarsi elasticamente

ai carichi del dominio assegnato facendo riferimento alla curva energia dissipata-tempo. E’

tuttavia doveroso notare che, per ovvi motivi, ogni analisi evolutiva, per quanto prolungata nel
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tempo, deve avere termine e, quindi, non si può essere rigorosamente certi della superiore

limitatezza dell’ energia dissipata per � →∞ anche se l’ analisi di un numero opportunamente

elevato di cicli di carico è in generale sufficiente a cogliere un asintoto orizzontale della curva

con una sicurezza ragionevole. Nel caso di shakedown asintotico si può invece commettere

molto più facilmente l’ errore di non cogliere tale asintoto perché si termina troppo rapidamente

l’ analisi, anche se si sono eseguiti numerosi cicli, quando la curva dell’ energia dissipata è

ancora in un tratto a forte crescita, e credere pertanto erroneamente che il sistema sia incapace

di adattarsi. A rigore, non si può mai escludere, con le sole analisi evolutive, la possibilità che

dopo un numero di cicli sufficientemente grande, eventualmente enorme, di cicli di carico la

curva dell’ energia dissipata tenda asintoticamente ad un valore limite e si abbia adattamento.

Dal punto di vista pratico tale possibilità è comunque irrilevante, dal momento che non ha

senso procedere ad oltranza dopo che gli spostamenti abbiano raggiunto valori

ingegneristicamente non accettabili; tuttavia il problema permane in questo contesto, in cui le

analisi evolutive sono state condotte con lo scopo di verificare i metodi diretti, i quali (nella

versione illustrata) fanno riferimento alla sola energia dissipata per discriminare tra

adattamento ed inadattamento. Dall’ ultima osservazione si capisce quanto sia importante

affiancare ai metodi diretti delle tecniche che permettano di stimare l’ entità degli spostamenti

(v. Cap. 7).

Ritornando alle analisi evolutive, è evidente da quanto precede, che esse possono

considerarsi affidabili solo se riguardano un numero sufficientemente elevato di cicli di carico,

da determinarsi caso per caso. Per quanto riguarda l’ accuratezza del coefficiente di sicurezza

ottenuto mediante analisi evolutive, si deve osservare che, sebbene essa sia teoricamente

incrementabile ad arbitrio mediante successive riduzioni dell’ intervallo cui appartiene il limite

di adattamento, tuttavia all’ atto pratico ci si imbatte in seri problemi legati alla inevitabile

limitatezza delle risorse di calcolo che impediscono di affinare il risultato oltre determinati

limiti. Infatti l’ esperienza computazionale ha mostrato che il numero di cicli di carico necessari

per cogliere l’ eventuale asintoto della curva dell’ energia dissipata in genere cresce

notevolmente in prossimità di �  e, di conseguenza, l’ esigenza di ottenere un risultato attendibile

rende l’ analisi evolutiva estremamente onerosa, senza contare il fatto che per ogni nuovo

valore di µ si deve ricominciare da capo una nuova analisi, ciò che rende ingiustificato (e di
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fatto impossibile) procedere oltre certi limiti nella stima di � . Oltretutto, la conoscenza di �  con

una precisione superiore alla seconda cifra significativa è superflua dal punto di vista

applicativo.

����������� ��"�!�� ��"�������	��
�������

In generale, nel caso di analisi elastoplastiche per elementi finiti si pone il problema

dell’ insorgenza di effetti di � & (��������  dovuti al vincolo cinematico di incompressibilità plastica. Si

consideri ad esempio il modello ad elementi finiti triangolari in Fig. 6.32. Se il vincolo di

incompressibilità plastica fosse imposto in qualche modo in tutti i punti di ciascun elemento, gli

elementi finiti si dovrebbero deformare a volume (cioè ad area) costante. Ad esempio, con

riferimento all’ elemento ABE, essendo i nodi A e B incastrati a terra, ne conseguirebbe

l’ impossibilità per il nodo E di spostamenti in direzione verticale, perché altrimenti muterebbe

l’ altezza e quindi l’ area (essendo invariabile la base AB) del triangolo ABE. Analogamente,

considerando l’ elemento AED si deduce l’ impossibilità per il nodo E anche di spostamenti

orizzontali. In altre parole tale nodo risulterebbe inamovibile e lo stesso varrebbe, per motivi

analoghi, anche per i nodi F,H ed I. In sostanza l’ intero modello risulterebbe incapace di ogni

modo deformativo, ovvero risulterebbe più rigido del dovuto in seguito alla modellazione

adottata.

Fig. 6.32  Esempio di mesh estremamente sensibile a fenomeni di locking nel
caso di incompressibilità plastica
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Quello illustrato è un caso limite, ma il locking può manifestarsi anche con altri elementi, in

modo sensibile. Sono state proposte varie tecniche per eliminare o limitare l’ influenza del

locking, come ad esempio modelli ad elementi finiti di tipo misto che si basano sulla

discretizzazione di altri campi di variabili oltre agli spostamenti ( � #�� � & � ����� &�����# $ �  [7])

oppure l’ utilizzo elementi opportuni su cui condurre integrazioni gaussiane ridotte.

Nel caso degli algoritmi per il metodo diretto mediante approccio cinematico, il vincolo di

incompressibilità plastica viene imposto mediante la tecnica di penalizzazione in una forma

“ rilassata” . In sostanza è lecita una certa violazione del vincolo, ciò che dovrebbe risultare

favorevole ai fini della riduzione del locking. Poiché l’ efficacia della tecnica di penalizzazione

quale misura anti-locking è pertanto decrescente con la forza con cui si impone il vincolo di

incompressibilità, non risulta conveniente aumentare il valore del parametro di penalizzazione

oltre certi limiti (cosa che peraltro risulta negativa anche per altri motivi di ordine numerico,

legati fondamentalmente al fatto che vi sarebbero variabili che assumono valori di ordine di

grandezza molto diverso).

Evidentemente non si tratta di un provvedimento altrettanto raffinato ed efficace quanto

quello sopra citato, tuttavia l’ esigenza di implementare una versione semplice degli algoritmi ha

spinto a non prendere provvedimenti ulteriori nei confronti del locking, confortati dai risultati

non particolarmente diversi da quelli teorici che si sono ottenuti. E’  implicito che una versione

più affidabile dell’ algoritmo non possa prescindere da una attenta analisi del problema del

locking ed eventualmente fare riferimento ad elementi finiti opportunamente definiti per non

risentirne; tuttavia ciò non rientra nei fini del presente lavoro.

Per brevità le analisi evolutive sono state effettuate con le stesse mesh utilizzate per il

metodo diretto. Si riconosce che ciò potrebbe condurre a risultati poco affidabili a causa di

fenomeni di locking e che sarebbe opportuno prendere provvedimenti atti ad eliminarlo,

tuttavia i risultati ottenuti paiono sufficientemente in accordo con le soluzioni analitiche e si è

deciso pertanto di non approfondire questo aspetto.

�������
	�� � � ����������� !���� �������� ����! ��!

L’ onere computazionale associato all’ esecuzione dei metodi diretti è estremamente ridotto,

sia per quanto riguarda il tempo di macchina richiesto, sia, soprattutto, dal punto di vista delle
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risorse mobilitate. I due algoritmi sviluppati hanno richiesto pochi minuti per completare le

analisi di adattamento, senza risentire apprezzabilmente del numero di vertici del dominio di

calcolo, dal momento che tale numero influenza solo la fase preliminare di costruzione del

sistema risolutivo e non la soluzione di quest’ ultimo, che invece occupa la maggior parte del

tempo. Inoltre, poiché la routine di inversione del sistema lineare non è particolarmente

raffinata ed efficiente e potrebbe essere ottimizzata per il particolare problema in questione e

poiché sarebbe possibile ottenere un risultato praticamente di pari precisione anche dopo solo

la metà dei passi invece utilizzati, si possono ulteriormente abbreviare non di poco i tempi di

calcolo. Il numero di variabili che è necessario processare è sufficientemente piccolo da

permettere la risoluzione dei problemi affrontati anche a calcolatori dotati di poca memoria ed i

risultati non occupano di fatto alcuno spazio per essere conservati.

Il confronto con le analisi evolutive per la determinazione del carico di collasso (in luogo

dell’ analisi limite) è sostanzialmente pari in termini di tempo richiesto, ma, ovviamente, le

analisi evolutive producono una notevole quantità di informazioni (molte delle quali superflue)

che occupano alcuni Mbytes per la conservazione.

Non è invece semplice determinare l’ onere computazionale associato alle analisi evolutive

per la determinazione del coefficiente di sicurezza all’ inadattamento, essendoci un ampio

margine di arbitrarietà legato alle scelte effettuate dall’ utente. Il numero di tentativi da

effettuare per produrre una determinazione di �  adeguatamente precisa non è fissato a priori e

dipende notevolmente dalla conoscenza, anche approssimata, del valore corretto, dal momento

che si procede per successive approssimazioni. Inoltre il numero di sequenze di carico cui

sottoporre il sistema varia in genere da caso a caso, l’ utente può decidere di arrestare un’ analisi

se ritiene (più o meno arbitrariamente) di avere compreso se ci si trova in condizioni sub o

supercritiche (ma questo lo obbliga a seguire l’ evoluzione dell’ analisi) ed infine il tempo

impiegato per effettuare un ciclo di carico dipende dalla complessità del dominio Π e dal

numero di subincrementi in cui tale ciclo deve essere diviso per ottenere la convergenza

numerica. In particolare, avvicinandosi alla soglia di inadattamento si richiedono subincrementi

temporali più piccoli e, pertanto, numerosi. In condizioni di carico decisamente lontane dal

valore critico le analisi evolutive danno invece un responso molto più rapidamente, essendo la

risposta puramente elastica fin dal principio nel caso in cui ci si trovi molto al di sotto di tale
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valore, ovvero divergendo nel caso opposto. Indicativamente si devono mettere in conto

almeno un paio d’ ore macchina per ciascuno degli esempi affrontati in precedenza, partendo

però dalla conoscenza approssimativa del valore corretto.

Si noti inoltre che anche l’ osservazione dei risultati delle analisi evolutive non è immediata

perché richiede la manipolazione di ingenti moli di dati (decine di Mbytes nei casi esaminati) e,

soprattutto, richiede spesso un’ interpretazione da parte dell’ utente, ciò che implica un certo

margine di arbitrarietà. Dato l’ elevato numero di variabili, l’ esecuzione di un’ analisi evolutiva è

possibile solo con risorse di calcolo molto superiori a quelle richieste dai metodi diretti.


