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  Nel caso di problemi discreti, i teoremi statico e cinematico dell’adattamento

permettono di porre il problema della determinazione di un limite superiore e di uno
inferiore del fattore di sicurezza (con esso coincidenti nel caso di leggi di scorrimento
associate) nei termini di coppie problemi di programmazione matematica. Si mostra che,
per ciascuna coppia, il problema di natura cinematica è il duale (nel senso della teoria
della dualità in programmazione matematica) di quello di natura statica ed è pertanto da
esso deducibile con considerazioni puramente matematiche. Si procede dapprima nel caso
di funzioni di snervamento e potenziali plastici lineari a tratti, poi nel più generico caso in
cui essi siano anche non lineari, purché convessi. Si presenta un semplice esempio che
permette di visualizzare concretamente quanto esposto in sede teorica nei Cap. 2,3,4 ed
infine si calcolano le funzioni di dissipazione per i criteri di Drucker-Prager e von Mises.

���� $QDOLVL�GL�DGDWWDPHQWR�FRPH�SUREOHPD�GL
SURJUDPPD]LRQH�PDWHPDWLFD

Sia µ ≥ 0 un moltiplicatore dell’intensità di tutte le azioni esterne � , ovvero uno scalare che

amplifica (se >1, altrimenti riduce) omoteticamente il dominio di carico Π, e sia �  il fattore di

sicurezza nei confronti dello shakedown (o limite di adattamento), ovvero il valore critico di µ,

al di sotto del quale il sistema è soggetto ad adattamento ed al di sopra del quale ad

inadattamento. Siano µ �  le forze amplificate, appartenenti al dominio di carico amplificato
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µΠ. Per il principio di sovrapposizione degli effetti, le risposte indefinitamente elastiche ai

carichi amplificati si esprimeranno come µσ �
�
ed apparterranno al dominio µ∆.

Si è visto nel Cap. 3 che il teorema statico fornisce una condizione necessaria ed una

condizione sufficiente di adattamento. La prima permette di concludere che �  non può essere

superiore al massimo valore di µ, detto � sup, tale per cui vi sia una distribuzione di sforzi residui

e di variabili interne cinematiche capaci di ricondurre la risposta a qualunque carico amplificato

all’interno del dominio Φ ≤
�

, poiché altrimenti si avrebbe inadattamento, ciò che

contraddirebbe l’assunto che �  sia il fattore di sicurezza. La condizione sufficiente di

adattamento permette invece di concludere che �  non può essere inferiore al massimo valore di

µ, detto � inf, tale per cui vi sia una distribuzione di sforzi residui e di variabili interne

cinematiche capaci di ricondurre la risposta a qualunque carico amplificato all’interno del

dominio di snervamento, perché altrimenti, se cioè fosse �  < � inf, vi sarebbe un valore di µ

compreso tra i precedenti due in occorrenza del quale si avrebbe adattamento, ciò che

contraddirebbe l’assunto che �  sia il fattore di sicurezza. Da quanto visto è evidente che
� ���

inf sup≤ ≤ (4.1)

Nel caso di dominio di carico iperpoliedrico è allora possibile porre il problema della

determinazione di un limite superiore ( � sup ) e di un limite inferiore ( � inf ) del fattore di sicurezza

nella forma di problemi di programmazione matematica. Data l’origine, tali programmi saranno

nel seguito detti “statici” e saranno distinti in “inferiore” e “superiore”, con ovvio significato

della qualifica. Essi si scrivono come di seguito:

���	��
���������������������������� !�!�����! 
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Nel programma (4.2) si è eliminata la dipendenza dalla variabile ω>1, la quale avrebbe lo

scopo di imporre in modo stretto la condizione sui potenziali plastici, pur facendo uso del

segno “  ≤ ”  (che risulta comodo nel trattare problemi di programmazione matematica).

Sebbene rigorosamente inesatta, la formulazione (4.2) è comunque accettabile dal punto di

vista ingegneristico e sarà preferita nel seguito per snellire la notazione. Entrambi programmi si

riferiscono al caso di dominio di carico iperpoliedrico, e l’ indice �  percorre i vertici di tale

dominio, i quali sono in numero di � . In entrambi i programmi compare il vincolo

� ����
ρ = (4.4)

che traduce in termini analitici la natura autoequilibrata della distribuzione di sforzi residui.

Sempre nel Cap. 3 si è visto che anche il teorema cinematico fornisce una condizione

sufficiente ed una condizione necessaria di inadattamento. Ragionando in modo analogo a

quanto fatto per il teorema statico, dalla prima si può dedurre un problema di programmazione

matematica che individua un limite superiore ( � sup) ed un limite inferiore ( � inf) del fattore di

sicurezza†. Precisamente, �  non può essere maggiore del minimo valore di µ, detto � sup, in

corrispondenza del quale esiste un ciclo ammissibile di deformazioni plastiche di tipo ϕ tale per

cui il lavoro dei carichi esterni è maggiore dell’ energia dissipata, poiché altrimenti si avrebbe

inadattamento, ciò che contraddirebbe l’ assunto che �  sia il fattore di sicurezza. Inoltre �  non

può essere minore del minimo valore di µ, detto � inf, in corrispondenza del quale esiste un ciclo

ammissibile di deformazioni plastiche di tipo Φ tale per cui il lavoro dei carichi esterni è

maggiore dell’ energia dissipata, poiché altrimenti, se cioè fosse �  < � inf, vi sarebbe un valore di

µ compreso tra i precedenti due in occorrenza del quale si avrebbe adattamento, ciò che

contraddirebbe l’ assunto che �  sia il fattore di sicurezza. Da quanto visto è evidente che
� ���

inf sup≤ ≤ (4.5)

Data l’ origine, i programmi che si deducono dal teorema cinematico saranno nel seguito

detti “ cinematici”  e saranno distinti in “ superiore”  ed “ inferiore” , con ovvio significato della

qualifica. Essi si scrivono come di seguito:

                                               
† Come si può notare, si sono utilizzate le stesse denominazioni per i limiti superiore ed inferiore forniti dal
teorema statico e da quello cinematico. Infatti si mostrerà tra breve che tali limiti sono a due a due coincidenti.
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Coerentemente con quanto fatto nel programma (4.2), anche nel (4.6) si è eliminata la

dipendenza dalla variabile ω>1, ciò che consegue dalle stesse motivazioni e che comporta le

stesse approssimazioni del caso statico, a cui si rimanda. Al solito, entrambi programmi si

riferiscono al caso di dominio di carico iperpoliedrico, e l’ indice (  percorre i vertici di tale

dominio, i quali sono in numero di ) . La funzione obiettivo di entrambi i programmi è data

dalla somma delle funzioni di dissipazione calcolate in corrispondenza dei vertici del dominio di

carico, nello spirito della formulazione del teorema cinematico senza dipendenza dalla variabile

temporale. L’ utilizzo di tale funzione obiettivo è giustificata dal primo dei vincoli, esprimente

la normalizzazione del lavoro dei carichi base. Si consideri infatti la condizione sufficiente di

inadattamento, qui riscritta per comodità nel caso:

µ µϕ ϕ ϕ ϕσ ε σ ε ε η* +-,.*/*
0 *+-,.*/*

0 */ **
021

= = =
∑ ∑ ∑= >

1 1 1

,4 9 (4.8)
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Evidentemente, se si pone eguale ad 1 la sommatoria che compare a secondo membro, la (4.8)

può essere equivalentemente riscritta nella forma

σ ε ε η�
���

�
�

�

�
�

�
�

�

�
�

ϕ ϕ ϕµ
= =

∑ ∑= ⇒ >
1 1

1 ,4 9 (4.9)

Analoghe considerazioni valgono per la condizione necessaria di inadattamento.

Gli altri vincoli che compaiono nei due programmi definiscono un ciclo ammissibile di

deformazioni plastiche di tipo ϕ ed di tipo Φ, rispettivamente.

Applicando i metodi propri della teoria della dualità in programmazione matematica (v.

App. A), ossia procedendo in modo assolutamente formale e quindi senza fare riferimento ad

alcuna considerazione di natura fisica, è possibile dualizzare i due programmi statici superiore

ed inferiore, ottenendo dei programmi che, attribuendo significato fisico alle variabili in gioco,

risultano essere esattamente identici ai programmi cinematici, rispettivamente superiore ed

inferiore. Il teorema della dualità in forma forte, di cui in App. A, permette di concludere che le

due coppie di programmi duali, statico e cinematico superiore e statico e cinematico inferiore,

sono effettivamente equivalenti, nel senso che i valori ottimi restituiti dai due programmi di

ciascuna coppia sono coincidenti, ciò che significa che la “ finestra”  definita dai programmi

statici coincide con quella definita dai programmi cinematici.

Il teorema della dualità in forma debole (v. App. A) permette di concludere che ad ogni

punto ammissibile per un problema primale corrisponde un valore della funzione obiettivo del

programma statico il quale è maggiore o uguale al valore assunto dalla funzione obiettivo del

programma cinematico duale in corrispondenza di un qualunque punto ammissibile per

quest’ ultimo problema. Si ha pertanto la seguente situazione (Fig. 4.1):

Fig. 4.1  Raffronto tra i diversi problemi di programmazione matematica nel caso non associato

       Progr. statico inf.                                         Progr. cinematico inf.

       Progr. statico sup.                                        Progr. cinematico sup.

         � inf                �          � sup



CAPITOLO  4

4.6

Lo schema illustra gli intervalli di valori ammissibili dei quattro programmi, raggruppando

per linee le coppie di dualità. Gli intervalli di valori ammissibili segnati in grassetto

corrispondono ai programmi più significativi dal punto di vista pratico, perché è noto ���������	���  il

segno dell’ errore (ad esempio qualunque valore ammissibile per il programma statico inferiore

è non superiore a � ).

Osservando i programmi cinematici, si nota la presenza di variabili di natura statica accanto

a quelle di natura cinematica, mentre i programmi statici contengono solo variabili statiche.

Questa dissimmetria, insita nella teoria della dualità in programmazione matematica (v. App.

A), è eliminata nel caso in cui sia possibile formulare i problemi nei termini della

programmazione lineare (LP), come si vedrà tra breve, mentre permane nel più generale caso

della programmazione non lineare (NLP).

Come già osservato nel Cap. 3, il caso particolare dell’ analisi limite si ottiene qualora il

dominio di carico sia costituito da un solo vertice, ovvero qualora si ) =1.

Tutto quanto sopra osservato è valido, come già detto, nel caso di problemi discreti, ovvero

discretizzati mediante l’ utilizzo, ad esempio, della tecnica degli elementi finiti e qualora si

assuma che il dominio di carico sia iperpoliedrico, ciò che del resto non costituisce una

limitazione significativa nel caso di problemi di reale interesse ingegneristico. Nel (molto) più

complesso caso di problemi continui, si giunge invece a problemi variazionali con vincoli di

diseguaglianza che, anche in questo caso, sono legati da relazioni dualità, come mostrato in

App. B.

Si fa notare esplicitamente che la formulazione dei problemi di programmazione matematica

utilizzata nel presente capitolo differisce formalmente da quella tradizionalmente utilizzata in

letteratura e non è vantaggiosa dal punto di vista computazionale perché contiene un numero

molto elevato di incognite e di vincoli che può essere notevolmente ridotto come

successivamente mostrato nel Cap. 7 in un contesto più ampio e rivolto alle applicazioni.

L’ approccio qui seguito è invece particolarmente pregevole dal punto di vista didascalico,

poiché, essendo più vicino alla formulazione dei teoremi statico e cinematico di cui al Cap. 3,

permette di comprendere meglio, a mio avviso, le relazioni ed i legami di dualità fra essi

sussistenti.
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Come già osservato nel Cap. 3, nel caso in cui la legge di scorrimento sia associata le

funzioni di snervamento coincidono con i potenziali plastici, ciò che comporta una notevole

semplificazione della teoria. Tale semplificazione si manifesta, in primo luogo, nella possibilità

di individuare con precisione il fattore di sicurezza, senza doversi limitare ad una

approssimazione superiore e ad una inferiore. I due limiti � inf e � sup vengono infatti a coincidere

e si ha pertanto un solo programma di natura statica ed un solo programma di natura

cinematica, i quali risultano ovviamente (per quanto visto nel caso generale di leggi non

associate) essere duali. Precisamente si ha:

"�#%$'&(#�)�*�*	)�+-,.)/,1032�$
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Tutte le osservazioni fatte nel caso di leggi non associate riguardo la dualizzazione del

programma statico per ottenere quello cinematico continuano a valere anche nel caso

particolare ora in esame, come pure le considerazioni basate sui due teoremi della dualità.

Ovviamente ora si ha una sola coppia di dualità, anziché due, ed entrambi i membri di questa

coppia possono essere utilizzati per determinare il fattore di sicurezza, essendo noto � �������	���  il

segno dell’ errore che si commette con l’ uno e l’ altro di essi qualora ci si fermi ad una

approssimazione di � . Precisamente, la situazione che si presenta è la seguente:
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Fig. 4.2  Raffronto tra il problema statico e quello cinematico nel caso associato

Per un commento si rimanda alla Fig. 4.1, da cui la Fig. 4.2 è stata dedotta facendo traslare

verso destra il valore di � inf e verso sinistra quello di � sup fino a farli coincidere con � .

����������� ���!����� � �����'�����'��� �����!��
�
	'��� ������
�� ������	���
�
����'����� �
	'��� ��
�������������!�
�������'�����
���

Si fa notare esplicitamente che, nel caso di problemi discretizzati, quanto sopra asserito si

riferisce al modello discreto e non a quello continuo e che pertanto il fattore di sicurezza �  e i

due limiti � sup e � inf di cui si è parlato non coincidono, in generale, con quelli del problema

continuo. Ciò significa che l’ errore rispetto alla soluzione del problema continuo può avere

segno diverso da quello che ci si aspetterebbe dagli schemi di Fig. 4.1 e Fig. 4.2.

Sfortunatamente, a differenza di quanto accade in analisi limite, neppure nel caso di leggi

associate è possibile determinare � �������	���  il segno dell’ errore che si commette adottando una

discretizzazione effettuata mediante la tecnica degli elementi finiti in vece di una modellazione

continua. Nel caso dell’ analisi limite (LA, acronimo di ��� ) ��� ��� ��� � ��� � ), qualora la

discretizzazione sia effettuata modellando il campo degli spostamenti e deducendo da esso tutti

gli altri (approccio cinematico al MEF), il fattore di sicurezza non è inferiore a quello del

problema continuo.

Nel caso dello shakedown, si potrebbe da una parte argomentare che nel caso

dell’ approccio cinematico al MEF, la cinematica del sistema discretizzato è meno ricca di

quella della controparte continua, perché il campo di spostamenti considerato è un

                             �

               Programma statico                          Programma cinematico
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sottoinsieme di quello effettivo. Ciò significa, considerando ad esempio il teorema cinematico,

che cicli ammissibili di deformazioni plastiche, potenzialmente violanti la condizione necessaria

di adattamento, sono esclusi dalla considerazione. Oppure, in alternativa, considerando il

programma cinematico, si potrebbe argomentare che si ricerca il minimo di una funzione in una

regione ammissibile non più ampia di quella effettiva, essendo il sistema discretizzato soggetto

a vincoli cinematici aggiuntivi. Purtroppo ciò non si traduce necessariamente in un valore del

coefficiente di sicurezza non inferiore a quello vero, perché, a differenza del caso della LA, è

indispensabile conoscere le distribuzioni degli sforzi indefinitamente elastici ai vertici del

dominio di carico. Generalmente tale informazione non è disponibile, se non in modo

approssimato perché ottenuta, ad esempio, con il MEF, ciò che significa introdurre una nuova

fonte di approssimazione che rende non determinabile a priori l’ errore su � .

Alla medesima conclusione si può giungere anche mediante il teorema statico. L’ errore

insito nell’ approccio cinematico al MEF è relativo all’ equilibrio, le cui equazioni sono imposte

in modo approssimato, a differenza delle equazioni di congruenza. Ciò significa che vi possono

essere delle distribuzioni di sforzi non realmente autoequilibrati che potrebbero essere assunte

quali sforzi residui al fine di soddisfare la condizione sufficiente di adattamento. Analogamente,

il vincolo di autoequilibrio sugli sforzi residui nel programma statico è imposto in modo

approssimato, ciò che significa che si ricerca il massimo di una funzione in una regione

ammissibile non più piccola di quella effettiva, ottenendo un valore non inferiore a quello vero.

Tuttavia, come nel caso del teorema cinematico, sono richiesti gli sforzi indefinitamente

elastici, ciò che porta alle medesime conclusioni sulla impossibilità di prevedere il segno

dell’ errore su � . In aggiunta, si deve considerare che con un approccio discreto la condizione di

plasticità φ≤ �  non può essere imposta che in un numero discreto di punti, anziché ovunque in

Ω, e con riferimento ad un campo di sforzi che non è quello esatto, da cui un’ ulteriore causa di

approssimazione.

Anche nel caso dell’ approccio statico al MEF si giunge alla medesima conclusione circa

l’ impossibilità di stabilire il segno dell’ errore commesso. Precisamente, il campo degli sforzi

considerato è un sottoinsieme di quello effettivo. Ne consegue che non si considerano alcune

distribuzioni di sforzi residui, potenzialmente soddisfacenti la condizione sufficiente del

teorema statico e che si pongono quindi dei vincoli aggiuntivi nel programma statico (vincoli
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che escludono i campi di sforzi residui non contemplati dalla modellazione). Considerando la

conseguente maggiore difficoltà nel soddisfare condizione sufficiente di adattamento del

teorema statico, si potrebbe allora pensare di essere a favore di sicurezza, tuttavia gli sforzi

indefinitamente elastici non sono generalmente noti esattamente e la condizione di plasticità

non è imposta ovunque nel sistema, né tantomeno è imposta con riferimento ai reali campi di

sforzo; pertanto nulla si può dire sull’ errore commesso.

Naturalmente non è impossibile (per quanto estremamente raro) che il modello discretizzato

sia sufficiente a cogliere opportunamente il comportamento del sistema continuo, non solo

approssimativamente, ma in modo esatto. Un esempio è dato dalla lastra in � � ����� � � � � � �
soggetta a stato di sforzo uniforme che si è utilizzata nel Cap. 6 quale test degli algoritmi

sviluppati nel Cap. 5. E’  inoltre ragionevole pensare che con una modellazione più ricca,

ottenuta aumentando il numero di elementi finiti e/o utilizzando funzioni di forma appartenenti

ad un sottospazio soddisfacente opportuni requisiti di completezza, si possa migliorare in

modo arbitrario la stima del fattore di sicurezza fornita dal MEF, perlomeno in casi in cui non

insorgano problemi particolari (come ad esempio il locking) di cui si deve comunque tenere

conto.

Anche qualora si utilizzi il metodo degli elementi finiti con la tecnica delle variabili

generalizzate, risulta difficile prevedere il segno dell’ errore commesso, poiché in tal caso tutte

le equazioni governanti sono imposte in media pesata, cioè in modo approssimato.
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Si mostra inizialmente il caso in cui, mediante l’ utilizzo di funzioni di snervamento e

potenziali plastici lineari a tratti, è possibile ricondursi a problemi di programmazione lineare

(LP), per la quale esistono metodi risolutivi semplici e consolidati da una lunga pratica, tra cui,

� � ����� ) � � , il classico algoritmo del simplesso. La maggiore semplicità del caso in esame

permette di formulare il problema duale nei termini delle sole variabili cinematiche, ciò che non

è in generale possibile nel caso non lineare. Per semplicità si espone nel dettaglio il caso di

leggi di scorrimento associate e si indica successivamente quali modifiche è necessario

apportare per trattare il caso associato.

�����'����� ������
	'��� ����
�
� � ���'�!� ��� � ��������!�

Nel caso di leggi di scorrimento associate, le funzioni di snervamento coincidono con i

potenziali plastici. Nell’ ipotesi di utilizzare funzioni lineari a tratti (PWL, acronimo di
"
� ��� ��� � � ��� � ��� � � ) si ha:

φ σ χ σ χ,3 8 = + −
� � 	

σ χ


 

(4.12)

essendo � σ e � χ due matrici costanti ed �  un vettore costante.

Circa la possibilità di ottenere funzioni di forma e potenziali plastici lineari a tratti nella

formulazione in variabili generalizzate, si noti che è sufficiente che siano tali le controparti

definite localmente nella formulazione valida per il problema continuo. Si ha infatti:

φ σ χ Ψ φ σ χ σ Ψ σ χ Ψ χ, ( ) ( ( ), ( )) ( ) ( ) ( ) ( )3 8 = = =I λ σ χ

 �� � � � � � �Ω
Ω

(4.13)

ovvero la dipendenza di σ e χ dalle controparti in variabili generalizzate è lineare (eqn. (4.13b)

e (4.13c), rispettivamente) e quindi, per la linearità dell’ operatore di integrazione, se φ è

funzione PWL di σ e χ, allora, tramite la (4.13a), anche φ  è funzione PWL di σ χ e ,

indipendentemente dalle funzioni di forma Ψσ ( � ), Ψχ ( � ) e Ψλ ( � ). Naturalmente è anche

possibile, almeno in linea di principio, partire da funzioni di snervamento e potenziali plastici
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non lineari nella formulazione continua per poi sostituirli con una approssimazione PWL nella

formulazione in variabili generalizzate.

Gli incrementi delle deformazioni plastiche e delle variabili interne cinematiche si ottengono,

secondo la definizione, derivando la (4.12), vista come potenziale plastico, rispetto alle

variabili coniugate, ottenendo rispettivamente

� � � �
ε φ

σ
λ η φ

χ
λ

� � �
= ∂

∂
= − ∂

∂
(4.14)

Ne consegue che la funzione di dissipazione plastica si scrive

� �
,
� � �� � ��� �

ε η σ ε χ η4 9 = − (4.15)

che, per la (4.12) e per le relazioni di complementarità, diviene

� �
,
� � � � �	 
 � � � �ε η φ λ φ λ λ λ4 9 3 8= + = + =

� � �
(4.16)

Nelle ipotesi fatte, il problema di programmazione matematica che permette di determinare

il fattore di sicurezza all’ inadattamento mediante l’ approccio statico diviene:

 � ����� � � �
= + + − ≤ ∀ = =max | � � , , , �

, � , �µ σ σ χµ µ
ρ χ

σ ρ χ ρ
� � � � � � �

1 �J L (4.17)

Poiché la funzione obiettivo è lineare, come pure i vincoli, il (4.17) costituisce un problema di

programmazione lineare (LP), il quale può essere posto nella forma di un problema di

minimizzazione (anziché di massimizzazione) semplicemente cambiando il segno della funzione

obiettivo, mentre i vincoli di uguaglianza che esprimono la condizione di autoequilibrio degli

sforzi residui possono essere tradotti in vincoli di disuguaglianza di segno opposto, ottenendo:

� � ���   = − + ≤ ∀ = ≤ − ≤min | ! , ! , , , ! , !
, " , "µ

µ µ
ρ χ

φ σ ρ χ ρ ρ4 9J L
# $ # $ #

1 % (4.18)

Si possono raccogliere le variabili libere in un unico vettore & :

' : (
(

=
�

!

 
 
 

"

$

#
#
#

µ
ρ
χ

(4.19)

La funzione obiettivo può essere scritta compattamente nella forma )
*
&  ponendo
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� �
�

� � �:=
−�

!

 
 
 

"

$

#
#
#

⇒ = −
1

1
� � �

(4.20)

mentre i vincoli possono essere sinteticamente raggruppati nella sola espressione � & ≤ �
qualora si ponga

�
� � �

� � �
� � 	
� � 	




�

�
�
�

: :=

−

�

!

 
 
 
 
 
 

"

$

#
#
#
#
#
#

=

�

!

 
 
 
 
 
 

"

$

#
#
#
#
#
#

σ σ χ

σ σ χ

�� � �

��� � �
�
�

σ

σ

1� � � �
(4.21)

Il programma (4.18) si può pertanto scrivere equivalente nella forma

� �= ≤min |����� � ���< A (4.22)

la quale coincide con quella cui si fa riferimento in App. A. Poiché sia la funzione obiettivo che

i vincoli sono lineari, essi sono pure convessi e risulta inoltre verificata la ��� �"!$#&%��"')(*�,+-%�./!$#0�"1)� .2#
3/4 1)56� ���6+*12#7�6%�. ; per il teorema della dualità in forma forte in programmazione lineare, il problema

primale (4.22) è allora equivalente al problema duale

8 9 9= − − = ≥max | ,
λ

λ λ λ
: ;=< >< A (4.23)

essendo λ  un vettore di moltiplicatori di Kuhn-Tucker relativi agli ?  vincoli derivanti dagli ?
vertici del dominio di carico ( λ @ , A =1,..., ? ) ed alle due diseguaglianze di segno opposto

derivanti dall’ autoequilibrio degli sforzi residui ( B ≤ e B ≥):

λ

λ

λ:=

�

!

 
 
 
 
 
 

"

$

#
#
#
#
#
#

≤

≥

1C
D

E
E

(4.24)
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Il programma (4.23) può essere posto nella forma di un problema di minimizzazione

(anziché di massimizzazione) semplicemente cambiando il segno della funzione obiettivo,

ottenendo:

� � �= = − ≥min | ,
λ

λ λ λ
� � � �< A (4.25)

Le condizioni KKT di ammissibilità duale impongono ai moltiplicatori di Kuhn-Tucker, ed

in particolare a quelli relativi ai vertici del dominio di carico, il rispetto di vincoli di

diseguaglianza:

λ � � �≥ ∀ =
	

1,..., (4.26)

I vincoli di uguaglianza che compaiono nel programma (4.25) si scrivono per esteso


 �
� �  

� � � �
� � � � �

�




�
� � �� � � �

�
λ

σ σ
λ

λ= − ⇔ −

�

!

 
 
 
 

"

$

#
#
#
#

�

!

 
 
 
 
 
 

"

$

#
#
#
#
#
#

= −
−�

!

 
 
 

"

$

#
#
#≤

≥

1

1

1σ σ

σ σ

χ χ

�
�
�

�
(4.27)

La prima riga dell’ equazione matriciale (4.27) fornisce

σ λ σ λ1 1 0 0 1
��� ���� �� �

σ σ+ + + + =� (4.28)

ovvero

σ λ���� ��
 !

σ
=

∑ =
1

1 (4.29)

Ponendo

ε λ" # " $ %: , ,= ∀ =
&

σ 1 ' (4.30)

la precedente diviene

σ ε()�*+(,(
-
=

∑ =
1

1 (4.31)

La seconda riga dell’ equazione matriciale (4.27) fornisce
. . /10 /10 2

σ σλ λ1 + + + − =≤ ≥3 4 (4.32)

Ponendo

∆ 5 6 6:= −≥ ≤ (4.33)
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la precedente diviene

� ���
σ λ ��

�

=
∑ =

1

∆ (4.34)

ovvero, ricordando le (4.13),

ε �
�

�
�

=
∑ =

1

	�

∆ (4.35)

La terza riga dell’ equazione matriciale (4.27) fornisce
� � � 

χ χλ λ1 + + + + =� � (4.36)

ovvero

� �
χ λ ��

�

=
∑ =

1

(4.37)

Ponendo

η λ� � � � �: , ,= ∀ =
�

1 � (4.38)

la precedente diviene

η ��
�

=
∑ =

1

�
(4.39)

La funzione obiettivo del programma (4.25) si scrive per esteso

� � �   
!
!

� � �" " " " " # " " # "%$
$
#

λ

λ

λ λ λ λ=

�

!

 
 
 
 
 
 

"

$

#
#
#
#
#
#

= + + + + =
≤

≥

=
∑&

'
&

1

1

1

0 0 (4.40)

Si ponga

( ) *+ , + - +ε η λ, : , ,4 9 = ∀ =
.

1 / (4.41)

021
 è funzione dei moltiplicatori di Kuhn-Tucker e quindi, tramite le (4.30) e (4.38), di ε η3 4 3, .

In virtù della (4.41), la (4.40) può scriversi

5 67 7%88
9 8 : 88

9<;
λ λ ε η= =

= =
∑ ∑

1 1

,4 9 (4.42)

Ciò stante il programma (4.25) può scriversi
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� ���
�
�

�� � �
�
�

�
�
�

�
�
�

= = = − = ≥
%&'

()*= = =

≥ ≤

=
∑ ∑ ∑ ∑min | , , ,

λ
λ σ λ λ λ λ

� � � �
	 	 � � �
1 1 1 1

1σ σ χ2 7 (4.43)

In seguito ai cambiamenti di variabili descritti dalle (4.30),(4.33),(4.38), il programma

(4.43) può scriversi equivalentemente nella forma

� 
�� �

� � ��
�

�������
�
�

��
�
�

��
�

= = = =
%&'

()*= = = =
∑ ∑ ∑ ∑min , | , ,

, ,ε η
ε η σ ε ε η

∆
∆�
��� �

4 9
1 1 1 1

1 (4.44)

la quale coincide con il problema di programmazione lineare che permette di determinare il

fattore di sicurezza all’ inadattamento mediante l’ approccio cinematico qualora si assegni ai

moltiplicatori di Kuhn-Tucker λ �  il significato di moltiplicatori plastici, alle variabili ε �
�

il

significato di deformazioni plastiche al vertice � -esimo, alle variabili η  il significato di variabili

interne cinematiche al vertice � -esimo, alle variabili ∆ ! il significato di spostamenti cumulati ed

infine alle 
0

 il significato di funzioni di dissipazione plastica calcolate in corrispondenza delle

deformazioni plastiche e delle variabili interne cinematiche al vertice � -esimo.

L’ interpretazione fisica proposta, la quale giustifica i simboli assegnati alle variabili

introdotte, è effettivamente lecita in quanto sono rispettate tutte le condizioni sulle grandezze

coinvolte: le (4.26) vengono ad imporre la non negatività dei moltiplicatori plastici, la (4.31) la

condizione di normalizzazione del lavoro dei carichi esterni, la (4.35) la congruenza sulle

deformazioni plastiche cumulate e la (4.39) la condizione sulle variabili interne cinematiche

cumulate.
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Nel caso del limite inferiore del fattore di sicurezza si procede in modo formalmente

identico al caso di leggi di scorrimento associate, ma sostanzialmente differente in seguito al

fatto che si utilizza una legge associata ai potenziali plastici, ossia che si usano le funzioni

Φ σ χ,3 8 − 9 (4.45)

quali funzioni di snervamento. Nel caso di approssimazione PWL, si avrà

Φ σ χ σ χ,2 7 − = + −
: ; ; <

σ χΦ Φ Φ

= =
(4.46)

Derivando la (4.46) si ottiene

> > > > > >
ε Φ

σ
λ λ η Φ

χ
λ λΦ Φ Φ Φ

? @ @
= ∂

∂
= = − ∂

∂
= −

A A
σ χ (4.47)

Se si assume che la legge di scorrimento sia associata ai potenziali plastici, la funzione di

dissipazione plastica si scrive

B B
,
B B B BC D EFD E Eε η σ ε χ η λΦ Φ Φ Φ Φ4 9 = − = G (4.48)

Il problema di programmazione matematica che permette di determinare un limite inferiore

del fattore di sicurezza all’ inadattamento mediante l’ approccio statico diviene:

H I JK LM K K K
inf

, N , Nmax | O O , , , O= + + − ≤ ∀ = =
µ σ σ χµ µ

ρ χ
σ ρ χ ρ

P P P Q R S R
Φ Φ Φ Φ 1 TJ L (4.49)

La dualizzazione del problema primale (4.48) procede in modo analogo al caso di leggi

associate, con ovvie modifiche, ottenendo infine

U VXWW
Y WZ V V WW

Y V WW
Y V WW

Y
inf min | , , ,= = = − = ≥

%&'
()*= = =

≥ ≤

=
∑ ∑ ∑ ∑λ

λ σ λ λ λ λ
[ \ \ ]F^ ^ \ _ _

Φ Φ Φ Φ
1 1 1 1

1σ σ χ2 7 (4.50)

ovvero, introducendo un cambiamento di variabili formalmente analogo a quello già utilizzato

nel caso di leggi associate, si ottiene:

` a
bc b d

e
dd

f
d
gih

d
e

d

f
d
e

d

f
dd

f
inf

, ,
min , | , ,= = = =

%&'
()*= = = =

∑ ∑ ∑ ∑
ε η

ε η σ ε ε η
Φ Φ Φ∆

Φ Φ Φ Φ Φ Φ∆j
kml n

4 9
1 1 1 1

1 (4.51)
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Tra i vincoli si riconoscono le condizioni che definiscono un ciclo ammissibile di

deformazioni plastiche (di tipo Φ, dal momento che la funzione obiettivo del programma (4.50)

è stata identificata con la funzione di dissipazione (4.48)).

�����������
	����������������������������������������	���������� ���!�

Nel caso del limite superiore del fattore di sicurezza si procede in modo formalmente

identico al caso di leggi di scorrimento associate, ma sostanzialmente differente in seguito al

fatto che si utilizza una legge associata alle funzioni di snervamento, ossia che si assumono

queste ultime quali potenziali plastici. Il procedimento di dualizzazione è evidentemente il

medesimo, dal punto di vista formale, e i due problemi, primale e duale sono rispettivamente:

" # $%'&( % % %
sup

, ) , )max | * * , , , , *= + + − ≤ ∀ = =
µ σ σ χµ µ

ρ χ
σ ρ χ ρ

+ + + , - . -
1 /J L (4.52)

0 1
23 2

45 44
6

4798:45
4
6

45
4
6

44
6

sup
, ,
min , | , ,= = = =

%&'
()*= = = =

∑ ∑ ∑ ∑
ε η

ε η σ ε ε η
ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
∆

∆;
<>= ?

4 9
1 1 1 1

1 (4.53)
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Si esamina ora il più complesso e generico caso in cui l’ unica ipotesi sulle funzioni di

snervamento e sui potenziali plastici è quella di convessità, potendo esse essere anche non

lineari. Si ha dunque un problema di programmazione convessa (CP), per il quale le condizioni

KKT sono sufficienti, oltre che necessarie, ciò che permette di ottenere, facendo riferimento ai

teoremi della dualità, un problema duale equivalente al primale. Come in precedenza, si espone

nel dettaglio il caso di leggi di scorrimento associate, mostrando poi quali modifiche apportare

per trattare il caso non associato.

���������	��
�����������������������
������������������� ��


Nel caso di leggi di scorrimento associate, le funzioni di snervamento coincidono con i

potenziali plastici e sono pertanto entrambi indicati con φ . Gli incrementi delle deformazioni

plastiche e delle variabili interne cinematiche si ottengono, secondo la definizione, derivando

φ , vista come potenziale plastico, rispetto alle variabili coniugate, ottenendo rispettivamente

! ! ! !
ε φ

σ
λ η φ

χ
λ

" # #
= ∂

∂
= − ∂

∂
(4.54)

La funzione di dissipazione plastica risulta essere

$ $
,
$ $ $% & '(& '

ε η σ ε χ η4 9 = − (4.55)

essendo σ χ e  rispettose delle relazioni di complementarità

φ σ χ φ σ χ λ λ, , ) )3 8 3 8≤ = ≥
* * *

(4.56)

Il problema di programmazione matematica che permette di determinare il fattore di

sicurezza all’ inadattamento mediante l’ approccio statico si scrive:

+ , -./ 0= + ≤ ∀ = =max | 1 , 1 , , , 1
, 2 , 2µ

µ µ
ρ χ

φ σ ρ χ ρ4 9J L
3 4 3

1 5 (4.57)

Nonostante la funzione obiettivo sia lineare, come pure i vincoli di uguaglianza, tali non sono

quelli di diseguaglianza e pertanto il (4.57) costituisce un problema di programmazione non
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lineare (NLP), il quale può essere posto nella forma di un problema di minimizzazione (anziché

di massimizzazione) semplicemente cambiando il segno della funzione obiettivo, mentre i

vincoli di uguaglianza che esprimono la condizione di autoequilibrio degli sforzi residui

possono essere tradotti in vincoli di disuguaglianza di segno opposto, ottenendo:

� � ��� � �= − + ≤ ∀ = ≤ − ≤min | � , � , , , � , �
, � , �µ

µ µ
ρ χ

φ σ ρ χ ρ ρ4 9J L
� 	 � 	 �

1 
 (4.58)

La formulazione (4.58), cui ci si è ricondotti, coincide con quella cui si fa riferimento in

App. A. Poiché sia la funzione obiettivo che i vincoli derivanti dall’ autoequilibrio degli sforzi

residui sono lineari, essi dono pure convessi; i vincoli derivanti dall’ ammissibilità dello stato di

sforzo ed incrudimento sono pure convessi, in virtù della convessità della funzione φ  (vista,

questa volta, come funzione di snervamento) e risulta inoltre verificata la ����������������������������� ����!�
"�#  �$%� ��%�� !�&�%�� . Per il teorema della dualità in forma forte in programmazione matematica, il

problema primale del (4.58) è allora equivalente a quest’ ultimo.

Allo scopo di determinare il problema duale del (4.58) si scrive preliminarmente la funzione

lagrangiana:

' () (*(
+ ) ) ) )

= − + + + −
=

≤ ≥∑µ µλ φ σ ρ χ ρ ρ
,
,
, , ,

4 9
1

- . - . (4.59)

ovvero, equivalentemente,

/ 0 12 11
3 0 0 0 0

= − + + + −
=

≤ ≥∑µ µφ σ ρ χ λ ρ ρ
4
,
4 4 4

4 9
1

5 6 5 6 (4.60)

essendo λ 7 ( 8 =1,..., 9 ), : ≤ e : ≥ dei vettori di moltiplicatori di Kuhn-Tucker relativi,

rispettivamente, agli 9  vincoli derivanti dagli 9  vertici del dominio di carico ed alle due

diseguaglianze di segno opposto derivanti dall’ autoequilibrio degli sforzi residui.

La (4.60) diviene la funzione obiettivo del problema duale, mentre i vincoli quest’ ultimo

sono le condizioni KKT di ammissibilità duale, che si scrivono:

∇ = ≥ ∀ = ≥ ≥≤ ≥; < =>? ? @ ? @ ?
λ 1, ,A (4.61)

Il problema duale si scrive pertanto

B C C D EF G= ∇ = ≥ ∀ = ≥ ≥
≤ ≥

≤ ≥max | , , , , ,
, H , H , , ,µ ρ χ λ

λIJI K K L K L K1 MJ L (4.62)
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Il programma (4.62) può essere posto nella forma di un problema di minimizzazione

(anziché di massimizzazione) semplicemente cambiando il segno della funzione obiettivo,

ottenendo:

� � � � �� �= − ∇ = ≥ ∀ = ≥ ≥
≤ ≥

≤ ≥min | , , , , ,
, � , � , , ,µ ρ χ λ

λ��� 	 	 
 	 
 	
1 �J L (4.63)

Le (4.61a), esprimenti la stazionarizzazione della lagrangiana, si esplicitano nelle seguenti

equazioni

∂
∂

= = − +
∂ +

∂
+ +

∂
∂

= = +
∂ +

∂
+ −

∂
∂

= = +
∂ +

∂
+ +

%

&

K
K
K
KK

'

K
K
K
K
K

=

=

≤ ≥

=

∑

∑

∑

�

�

�

 �� �� �

 � � �� �

 �� �� �

µ

µ

µ

µ

µ

0 1 0 0
1

1

1

φ σ ρ χ
λ

ρ

φ σ ρ χ

ρ
λ

χ

φ σ ρ χ

χ
λ

�
,
�

�
�
,
�

�

�
�
,
�

�

4 9

4 9

4 9

� � ��� ���

� � ���

(4.64)

Posto, al solito,
� �
σ σ ρ� ��= +µ (4.65)

per il teorema della derivazione delle funzioni composte, si ottiene facilmente

∂
∂

∂
∂

=

∂
∂

∂
∂

= −

∂
∂

=

%

&

K
K
KK

'

K
K
K
K

=

=

≥ ≤

=

∑

∑

∑

�
�

�
� �

�

σ φ
σ

λ

σ
ρ

φ
σ

λ

φ
χ

λ

� �
� ��

�

� �
� ��

�

� ��
�

µ1

1

1

1

� � �

!
2 7 (4.66)

Tenendo presente che

∂
∂

= ∂
∂

+ = ∂
∂

= ∂
∂

+ =
" " "

" " "σ σ ρ σ σ
ρ ρ

σ ρ
# #$ #$ # #$

µ µ
µ µ4 9 4 9 % (4.67)

le (4.66) divengono
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Ciò stante, il problema duale assume la seguente forma:
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(4.69)

Per il teorema di Kuhn-Tucker, le condizioni KKT sono necessarie (ed anche sufficienti,

data la convessità del problema) in soluzione del programma (4.69). In particolare, la soluzione

deve essere necessariamente caratterizzata dalla condizione KKT di complementarità, ovvero

φ σ ρ χ λ
� �� � � �

µ + = ∀ =
�
,
�

, ,4 9 0 1 � (4.70)

Ne consegue che il programma (4.69) può essere posto nella forma equivalente
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(4.71)

Si ponga (senza attribuire, per ora, alcun significato fisico ai simboli introdotti)

ε φ
σ

λ η φ
χ

λ/ 0
1
/ /

1
/ 2 3: : , ,= ∂

∂
= − ∂

∂
∀ = 1 4 (4.72)

e

∆ 5 6 6:= −≥ ≤ (4.73)

Ciò stante, il programma (4.71) può essere formalmente riscritto nella forma equivalente
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Tenendo conto della (4.65) e dei vincoli di uguaglianza, la funzione obiettivo del programma

(4.74) diviene
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(4.75)

Per il teorema di Kuhn-Tucker, le condizioni KKT sono necessarie (ed anche sufficienti,

data la convessità del problema) in soluzione del programma (4.74). In particolare, la soluzione

deve essere necessariamente caratterizzata dalla condizione KKT di ammissibilità primale,

ovvero

φ σ χ
�

,
�

, ,� �  4 9 ≤ ∀ =
!

1 " (4.76)

Tenendo conto della (4.75) e della (4.76) si perviene alla seguente formulazione del

problema duale
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Si assegni ora ai moltiplicatori di Kuhn-Tucker λ �  il significato di moltiplicatori plastici,

alle variabili ε �
�

il significato di deformazioni plastiche al vertice � -esimo, alle variabili η � il

significato di variabili interne cinematiche al vertice � -esimo ed alle variabili ∆ � il significato di

spostamenti cumulati. L’ interpretazione fisica proposta, la quale giustifica i simboli assegnati

alle variabili introdotte, è effettivamente lecita in quanto sono rispettate tutte le condizioni sulle

grandezze coinvolte: legge associata alla funzione φ

ε φ
σ

λ η φ
χ

λ� �
�
� �

�
� � �= ∂

∂
= − ∂

∂
∀ =, , ,1 �

relazioni di complementarità

φ σ χ φ σ χ λ λ
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$ $

0 1 %

congruenza sulle deformazioni plastiche cumulate

ε &
'

&

(

=
∑ =

1

)�*
∆

e condizione sulle variabili interne cinematiche cumulate

η ++
,

=
∑ =

1

-

Alla luce dell’ interpretazione fisica testé introdotta, il vincolo

σ ε./ .
0

.
1

=
∑ =

1

1

impone la condizione di normalizzazione del lavoro dei carichi esterni, mentre la funzione

obiettivo, risultando verificate le relazioni di complementarità, viene a coincidere con la somma

delle funzioni di dissipazione plastica relative agli 2  vertici del dominio di carico.
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Il problema duale si può allora scrivere nella forma

� �

� �

� �

� �� � � � ��
�

�	
���
� � ��

�
��

�

� �
�

� �
�

�

� � � � �

= %&'
= = =

= ∂
∂

= − ∂
∂

∀ =

≤ = ≥ ∀ =

=

= = =

∑

∑ ∑ ∑

min , |

, , ,

, , ,

�
,
�

,
�

,
�

, , ,


,


, , ,σ χ ε η
ε η

σ ε ε η

ε φ
σ

λ η φ
χ

λ

φ σ χ φ σ χ λ λ

∆

∆

�
��� �

� �

4 9

4 9 4 9 L

1

1 1 1

1

1

0 1

�

�

(4.78)

la quale coincide con il problema di programmazione matematica che porta alla definizione del

fattore di sicurezza all’ inadattamento mediante l’ approccio cinematico.

Si noti che, rispetto al più semplice caso lineare, non si è del tutto eliminata la presenza delle

variabili di tipo statico � �σ χ�  e , come del resto era intuibile �������������  da quanto osservato in

App. A circa le variabili dei problemi duali in programmazione matematica. Si vedrà in seguito

come superare tale problema nel caso che la funzione φ  sia il cilindro di von Mises o il cono di

Drucker-Prager, sì da ottenere un programma dall’ aspetto “ autenticamente duale” .

 "!$#%!$&('*),+-+-.�/%.�02143-545,.768)49%:;3<9�3-98=-02023-1,.7=>:;)

?A@$BC@EDEFC@HG>I4FKJK@MLNJKFCO%FK?PI,QRDAD2LNJKFCO%@�S;@MT%UVJKF>WAWXQ

Nel caso del limite inferiore del fattore di sicurezza si procede in modo formalmente

identico al caso di leggi di scorrimento associate, ma sostanzialmente differente in seguito al

fatto che si utilizza una legge associata ai potenziali plastici, ossia che si usano le funzioni

Φ σ χ,3 8 − Y (4.79)

quali funzioni di snervamento. Il procedimento di dualizzazione è evidentemente il medesimo,

dal punto di vista formale, e i due problemi, primale e duale sono rispettivamente:

Z [ \]^ _
inf

, ` , `max | a , a , , , a= + − ≤ ∀ = =
µ

µ µ
ρ χ

Φ σ ρ χ ρ4 9J L
b c d c

1 e (4.80)
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(4.81)

������������� � !"�$#$�&%'#$��()�$�+*-,.���/%'#$��()�0�1�&2)� #$�43�35,

Nel caso del limite superiore del fattore di sicurezza si procede in modo formalmente

identico al caso di leggi di scorrimento associate, ma sostanzialmente differente in seguito al

fatto che si utilizza una legge associata alle funzioni di snervamento, ossia che si assumono

queste ultime quali potenziali plastici. Il procedimento di dualizzazione è evidentemente il

medesimo, dal punto di vista formale, e i due problemi, primale e duale sono rispettivamente:

6 7 89: ;
sup

, < , <max | = , = , , , == + ≤ ∀ = =
µ

µ µ
ρ χ

ϕ σ ρ χ ρ4 9J L
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���� &DOFROR�GHOOH�IXQ]LRQL�GL�GLVVLSD]LRQH
Si deduce di seguito la funzione di dissipazione plastica associata al criterio di Drucker-

Prager (DP), il quale comprende come caso particolare il criterio di Huber-Hencky-von Mises

(HHM). Per comodità, nella deduzione si utilizza la notazione tensoriale (e si riterrà valida la

convenzione di Einstein sulla somma degli indici ripetuti), la quale risulta particolarmente

compatta e sintetica, mentre al termine dei calcoli si tradurranno i risultati in notazione

vettoriale, la quale risulta particolarmente adatta all’ implementazione su calcolatore

dell’ algoritmo risolutivo.

�����������	��
������
�����
�����������������������
�� ��!�"�#����$&%'���)(���+*��	%-,

Siano δij il simbolo di Kronecker (uguale a 1 se .0/21 , nullo in caso contrario), 3&4 5  e 6 δ 4 5  le

componenti rispettivamente deviatorica ed idrostatica del tensore degli sforzi σij. Si ha pertanto

σ δ σ δ7 8 7 8 7 8 9;:-9;:< = == + = 1

3
(4.84)

La (unica) funzione di snervamento di Drucker-Prager, che nel piano degli sforzi principali

descrive un cono circolare retto con asse coincidente con l’ asse idrostatico, si scrive

ϕ σ β> ? > ?@> ?ABA C C3 8 1 6 1 6: tan= − ⋅ − ≤3

2
00 (4.85)

essendo β e 6�D  due parametri del modello dipendenti dalle caratteristiche del materiale. Si

consideri uno stato di tensione monoassiale che porti a snervamento il materiale. Detto σ D  lo
sforzo di snervamento uniassiale, si avrà

σ σ σ11 0 0 1 1= = ∀ ≠ ≠E F G H, (4.86)

Evidentemente risulta

I J J J J KMLN O= = − = = = − = ∀ ≠σ σ σ σ σ0
11 0

0
0 22 33 03 3

2

3

1

3
0 (4.87)

In corrispondenza dello stato di sforzo (4.86) la (4.85) deve valere come uguaglianza:
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0 0σ σ σ β σ+ +�
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�� =tan1 6 P (4.88)
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Dalla (4.88) si deduce che

�
0 0 1

1

3
tan tanβ σ β1 6 1 6= +�

��
�
�� (4.89)

���������	����
�������������������	����
��
��� �!� 6 �"�����	��� 6 ���"��#$�����
Nell’ ipotesi che la legge di scorrimento sia associata, le deformazioni plastiche incrementali

si ottengono per derivazione dalla (4.85)

% % %
ε

ϕ σ
σ

λ λ& '( & '
& '=

∂
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≥
3 8 3 80 (4.90)

La funzione di dissipazione plastica è invece
) )

|
* E F E F+ E F E F= =σ ε σ ϕ σ3 84 90 (4.91)

Prima di svolgere i calcoli è bene ricordare che δijδij=3 e che il deviatore degli sforzi ha traccia

nulla, ovvero

, - - - -. /0. / . / . /1./ . /0. /δ σ δ δ σ δ= − = − = − =3 8 3 3 3 0 (4.92)

E’  anche utile calcolare preliminarmente alcune derivate semplici:
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Derivando la funzione di snervamento si ricava
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G E tan1 6 (4.96)

(nella radice a denominatore si sono usati gli indici N  ed O , che si esauriscono nella

sommatoria, per evitare fraintendimenti; nel seguito, non essendovi motivo di ambiguità si

riprenderanno gli indici P  e Q ). Ricordando la (4.92), si ha

R R R RSCT SCU U V0SCT SCTWSCU SCTWSCTWU V U V⋅ −�
��

�
�� = − =δ δ δ δ δ δ δ δT V T V1

3

1

3
(4.97)
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Le deformazioni plastiche incrementali sono quindi date da

�
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Indicando con 
�
ε � 	  l’ incremento di deformazione plastica volumetrica, in virtù della (4.92) si

nota che
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La (4.98) permette di esprimere il moltiplicatore plastico in funzione delle deformazioni

plastiche:
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(4.100)

Per la positività del moltiplicatore plastico, si ha
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(4.101)

Si può finalmente calcolare la funzione di dissipazione plastica
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La prima equazione può essere semplificata grazie alla (4.84) e alla (4.92):
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La seconda equazione fornisce invece

3

2 0
��� � �� ��� � + =tan tanβ β1 6 1 6 (4.104)

Grazie alla (4.104) ed alla (4.101), la (4.103) diviene infine
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(4.105)

mentre la (4.99) diviene
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Nella funzione di dissipazione compare l’ espressione )*)ε ε+ ,- + ,-  che, in virtù della convenzione

della somma sugli indici ripetuti e della simmetria del tensore .ε / 01 , equivale a

2*2 2 2 2 2 2 2
ε ε ε ε ε ε ε ε3 45 3 45 5 5 5 5 5 5

= + + + + +11

2

22

2

33

2

12

2

23

2

31

2
2 2 2 (4.107)

Per tradurre in notazione vettoriale la (4.107), ricordando che le ultime tre componenti del

vettore che raccoglie le componenti di un tensore delle deformazioni sono il doppio dei termini

misti del suddetto tensore, si deve introdurre una matrice 6  che si scrive
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1 0 0 0 0 0
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0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

(4.108)

La (4.107) si scrive dunque
:*: : :
ε ε; <= ; <= =?> =

= ε ε
@

(4.109)

La deformazione plastica volumetrica
A A A A A
ε ε δ ε ε εB C D ECFD E C C C= = + +11 22 33 (4.110)



ANALISI DI ADATTAMENTO E PROGRAMMAZIONE MATEMATICA

4.31

può essere espressa in termini vettoriali introducendo un opportuno vettore �  che,

premoltiplicato al vettore delle deformazioni plastiche, produca l’ effetto di sommarne le prime

tre componenti.

��� := 1 1 1 0 0 0 (4.111)

La (4.110) si scrive pertanto � �
ε � � ���

= 	 ε (4.112)

I risultati precedentemente ottenuti possono pertanto essere riscritti in forma vettoriale (e

pronta per essere applicata al teorema cinematico nella versione indipendente dalla variabile

temporale) come di seguito:

Funzione di dissipazione


 �� �� �
ε ε ε2 7 1 6

1 6
=

+
0

23
2

1
3

tan
tan

β
β

�
(4.113)

Deformazione plastica volumetrica

� ���� ��� �
ε ε ε=

+
tan

tan
β

β
1 6

1 63
2

1
3

2
(4.114)

��������������� �"!����$#&%'�)(+*)!��-,�.0/1!�*'�"#&%'��213)4)!���5621!�*)7�8:9�56,�#0*<;=�$(+!�(?>$2@2<;BA
Nel caso particolare del criterio di von Mises la funzione di snervamento viene a descrivere

un cilindro circolare retto perché si ha

β → → ∞0 0

C
(4.115)

La (4.89) diventa D
0 0tan β σ1 6 = (4.116)

La funzione di dissipazione plastica diviene pertanto

E E EFEG H IJ H IJ H IJε σ ε ε3 8 = 0

2

3
(4.117)
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mentre l’ incremento di deformazione plastica volumetrica risulta essere nullo:�
ε � � = 0 (4.118)

La (4.118) significa che le deformazioni plastiche, secondo il criterio HHM, avvengono a

volume costante, sono cioè puramente deviatoriche e riguardano solamente cambiamenti di

forma, ciò che è in ottimo accordo con i dati sperimentali. Traducendo le precedenti in

notazione vettoriale, come già fatto nel caso del criterio DP, si ha:

Funzione di dissipazione

� � ��� �
ε ε ε2 7 = σ 0

2

3

�
(4.119)

Deformazione plastica volumetrica

���	�ε = 0 (4.120)

���� 8Q�HVHPSLR�LOOXVWUDWLYR
Si presenta di seguito un esempio che ritengo estremamente istruttivo poiché permette di

cogliere concretamente il significato dei concetti precedentemente illustrati in sede teorica, con

riferimento alla teoria dell’ adattamento (Cap. 3), alla descrizione dei sistemi discreti in spazi 
 n

(Cap. 2), e alla dualità tra approccio statico e cinematico (Cap. 4), e poiché, in virtù della

notevole semplicità, si presta ad essere facilmente risolto “ manualmente”  praticamente con

tutte le tecniche disponibili, ovvero applicando direttamente il teorema statico e i due approcci

statico e cinematico in programmazione matematica. Grazie alla teoria della dualità in

programmazione lineare, si mostrerà che la formulazione del problema mediante l’ approccio
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cinematico è direttamente deducibile, senza dover ricorrere a considerazioni di natura

meccanica, da quella che è propria dell’ approccio statico, e viceversa. Ai risultati che si

dedurranno con tali tecniche è anche possibile giungere con un semplice ragionamento che fa

riferimento ad una analisi evolutiva. Si esaminerà sia il caso dell’ analisi di adattamento che

quello dell’ analisi limite, vista prima come caso particolare del precedente e poi con i metodi

che sono propri del calcolo a rottura.

Fig. 4.1 Il sistema meccanico

Il problema in oggetto è il seguente (v. Fig. 4.1): si dà un sistema costituito da due barre a e

b in parallelo, di pari area �  e pari lunghezza � , di materiale perfettamente elastoplastico, con

legge di scorrimento associata, descritto dai dati raccolti in Tab. 4.1., vincolate a terra ad una

estremità e collegate ad una piastra rigida all’ altra; quest’ ultima è vincolata in modo da poter

traslare nella direzione longitudinale delle barre ed è soggetta ad una forza �  agente nella

medesima direzione. Si vuole determinare il fattore di sicurezza all’ inadattamento qualora �

possa variare arbitrariamente nel dominio di carico Π=[0,σ � � ], amplificato dal moltiplicatore

dei carichi µ, ed il fattore di sicurezza al collasso plastico qualora �  sia pari ad un valore base

σ � �  amplificato da µ.

Piastra
rigida

Barra b

Barra a

�

�
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Barra a Barra b
Modulo di Young � ���

Limite di snervamento

a trazione � a
+ = 4σ0 � b

+ = 3σ0

a compressione � a
- = -2σ0 � b

- = -σ0

Tab. 4.1  Caratteristiche dei materiali

Benché il sistema in oggetto sia a rigore un continuo, tuttavia la particolare geometria e le

condizioni di carico sono tali per cui esso risulta completamente descritto mediante un solo

grado di libertà, ad esempio lo spostamento �  della piastra, ed è pertanto assimilabile ad un

sistema discreto.

� �����
	������� ������� ��	������
�

Data la natura discreta del sistema, gli sforzi e le deformazioni del sistema appartengono ad

uno spazio a dimensione finita, e precisamente ad 
 2. Dette ���  e ���  le trazioni (costanti) nelle

due barre, gli sforzi sono semplicemente σ�  = ��� /� e σ�  = ��� /�  e possono essere raccolti nel

vettore

σ :=
�
! 

"
$#

σ
σ
�
� (4.121)

Detti ∆���  e ∆���  gli allungamenti delle due aste, le deformazioni sono costanti e pari

semplicemente a ε �  =∆��� /� ed ε �  =∆��� /� . Esse si compongono di una parte elastica e di una

plastica e in termini vettoriali si esprimono nella forma

ε ε ε= + =
�
! 

"
$#

=
�
!
  

"
$
##

+
�
!
  

"
$
##

� � �
�

�
�

� �
�
�

� �
ε
ε

ε
ε

ε
ε

(4.122)

��� ���!�
���"��� � �
���$# ������&%��

Dalla Tab. 4.1 si deduce che il dominio elastico del sistema è lineare a tratti (ossia

poligonale) e descritto dalle seguenti disequazioni:
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(4.123)

ovvero, in termini vettoriali,

φ σ= − ≤
� � ��

(4.124)

avendo posto

φ : : :=
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0

0

0

0

(4.125)

� �������� ��� ������� �����&%��

Le deformazioni plastiche si ottengono per derivazione dai potenziali plastici che, essendo la

legge di scorrimento associata, coincidono con le funzioni di snervamento che compaiono nelle

(4.123). Ad ogni modo plastico si associa un corrispondente moltiplicatore plastico, non

negativo. Raccogliendo gli incrementi dei moltiplicatori plastici in un unico vettore

�
:

�
�
�
�

λ =

�

!

 
 
 
 
 

"

$

#
#
#
#
#

≥

+

−

+

−

λ
λ
λ
λ

�
�
�
�

�
(4.126)

si ha

� � �
ε φ

σ
λ λ

� �
= ∂

∂
= � (4.127)

La matrice �  si scrive:

�
=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

�

!

 
 
 
 

"

$

#
#
#
#

=
−

−
�
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"
$#

+ − + −

+ − + −

φ
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φ
σ

φ
σ

φ
σ

φ
σ

φ
σ

φ
σ

φ
σ

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

1

0

1

0

0

1

0

1
(4.128)

ed è, ovviamente, la trasposta della (4.125b). Le (4.127) si scrivono per esteso nella forma
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� � � � �

� � � � �
ε φ

σ
λ φ

σ
λ λ λ

ε φ
σ

λ φ
σ

λ λ λ

� � �
� � �

� � � �

� � �
� � �

� � � �

= ∂
∂

+ ∂
∂

= −

= ∂
∂

+ ∂
∂

= −

%

&
KK

'
K
K

+
+

−
− + −

+
+

−
− + −

(4.129)

�����	��
������������������������������� �!���"� �$#
Le relazioni di complementarità si scrivono

φ φ λ λ≤ = ≥
% %&�' '

0 (4.130)

ovvero, per esteso:
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(4.131)

+-,.�/
���������������10203�4����
�����������	��05�"���5�
La funzione di dissipazione plastica è data da

6 6 6 6 67 8 8 8 89;: <=<: >?>: 9 <@< <@< >@> >@>
= = + = = − + −+ + − − + + − −σ ε λσ ε σ ε λ λ λ λA

(4.132)

essendo σ e λ rispettose delle relazioni di complementarità. Nel caso in esame si ha:
BC D D E E

= + + ++ − + −4 2 30 0 0 0σ λ σ λ σ λ σ λ (4.133)

�����-F��G,.���/
2�
La congruenza impone che si abbia

∆ ∆
H I HJ K= = (4.134)

ovvero

ε εL M
N
O= = (4.135)

�QPR,.�4���4S������
L’ equilibrio impone che si abbia: T T U

V W+ = (4.136)
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ovvero, ponendo σ€��� +�� �
:

σ σ σ� �� � �
+ = (4.137)

da cui si deduce:

σ σ σ� 	+ = (4.138)

���QF ���������	��05�"����� ���4�����!���
Il legame elastico lineare permette di legare tra loro sforzi e deformazioni elastiche, secondo

le seguenti equazioni:

σ σ
 
�
 � ����� ���
= = (4.139)

���103���Q05� �=�4������+��4���"� ���������"�����	��05�"���5�
Supponendo che i materiali di cui è composto il sistema siano illimitatamente elastici, cioè

senza limite alcuno di snervamento, è possibile risolvere il sistema in esame inserendo le

(4.135) nelle (4.139) e queste ultime nella (4.138):

��� � ��� � � � � ��
�

�
� �

� �+ = ⇒ =
+

σ σ1
(4.140)

da cui si ha:

σ σ σ σ

σ σ σ σ

�� �
� �
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=
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=
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&
KK

'
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K

3

1

4

3

3

3

4

(4.141)

Con riferimento al piano σ� � σ!  di Fig. 4.2, il sistema (4.141) definisce in forma parametrica il

luogo delle risposte indefinitamente elastiche, la cui equazione in forma cartesiana è la retta "
di eqn.

# $
$% & %

' '& '&: σ σ σ= = 3 (4.142)

()�*,+.-/)1032546)87:9<;=()>*@?A7:-<46)�-/;<*@)1(B2C)
Detti ρ �  e ρ !  degli sforzi residui presenti nelle due barre, dovendo essi essere in equilibrio

con carichi nulli, si ha:
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ρ ρ
ρ ρ
ρ ρ

� � �
�+ = ⇒

=
= −

%&'
0 (4.143)

La (4.143) configura l’ unica possibile distribuzione di sforzi residui nel sistema, il quale è

una sola volta iperstatico, ciò che giustifica la presenza di un solo parametro ρ. Se il sistema

fosse stato isostatico (ad esempio un sistema costituito da una sola barra anziché due) l’ unica

distribuzione possibile di sforzi residui sarebbe stata identicamente nulla; analogamente se il

sistema fosse stato composto da �  aste in parallelo, esso sarebbe risultato � -1 volte iperstatico

e, di conseguenza, la più generale distribuzione di sforzi residui sarebbe dipesa da � -1

parametri.

�������	��
�����	������������������������������ 

Alla forza 
?

∈Π=[0,σ ! " ], essendo Π il dominio di carico, corrispondono gli sforzi

indefinitamente elastici σ σ σ σ σ σ#$ % $�& &∈ = ∈∆ 4 3 4 0 0| [ , ]J L , essendo ∆ il

dominio degli sforzi indefinitamente elastici corrispondente a Π. Il dominio di carico è

costituito da un segmento, cioè un iperpoliedro (sarebbe forse meglio dire un “ ipopoliedro” )

avente due soli vertici (0 e σ ! " ) ed infatti anche ∆ è costituito da un segmento (v. teor. A.2). Il

moltiplicatore dei carichi µ amplifica omoteticamente Π e, conseguentemente, anche ∆,

aumentando il valore del secondo vertice (il primo rimanendo sempre 0, ovviamente). Si

ricerca il valore massimo '  del moltiplicatore dei carichi µ in corrispondenza a valori minori del

quale si ha adattamento e oltre il quale no.

")(�(�* ),+ " 46)87:9<;=()1-/; + + " (; * +.; 7:-/;.- " *,+ " +.),+<7
Il teorema statico afferma che il sistema si adatta in corrispondenza del dominio di carico

[0,µσ ! " ] se esiste una distribuzione costante di sforzi residui che, sommata alla risposta

indefinitamente elastica, risulti in una risposta interna al dominio di snervamento. La Fig. 4.2

illustra il dominio di snervamento " 0/+C(
 e la retta 0  delle risposte indefinitamente elastiche nel

piano S1:=σ� /σ !  - S2:=σ! /σ ! .
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Fig. 4.2  Rappresentazione grafica dell’ applicazione del teorema statico

Si è visto che ogni distribuzione di sforzi autoequilibrata deve rispettare la (4.143), la quale

definisce un vettore di direzione [1 -1]T nel piano S1-S2. Ciò stante, è evidente dalla figura che

la massima amplificazione del dominio ∆ che può essere portata dentro " 0/+C(
 corrisponde al

segmento 
7:;

. L’ ampiezza del vettore degli sforzi residui è pari alla lunghezza del segmento
7��

 (oppure 
;��

), a meno del fattore di scala σ ! ; la risposta del sistema a livello post-

adattamento, pari alla somma di quella indefinitamente elastica e degli sforzi residui, appartiene

al segmento 
���

. Semplici considerazioni di geometria analitica permettono di calcolare

ρ = ⋅ = ⋅ = ⋅
��� � �

σ σ ρ σ0 0 02 1 4 3 4 7 3 3, ,1 6 1 6 (4.144)

Il punto 
;

 corrisponde al valore µ=16/3, risultando infatti:

µσ µ σ σ µ	
 = = ⇒ =1

4

4

3

16

3
(4.145)

")(�( - 7�+�+C)87 *,+ " +.),+<7
Dal teorema statico si deduce il cosiddetto approccio statico, che, nel caso in esame,

riconduce la determinazione del fattore di sicurezza '  alla risoluzione del seguente problema di
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programmazione matematica, nel quale si è già tenuto conto, tramite le (4.143), della natura

autoequilibrata degli sforzi residui:
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∆ (4.146)

Data la iperpoliedricità di ∆, l’ espressione ∀ ∈σ σ�� � �
�

∆  può essere sostituita dalla più

semplice ma equivalente (v §3.2.4) ∀ ∈ =σ σ σ σ	
 � 

� � ������������� ( ) ,∆ 0 0 4 3 40 0J L ,

ovvero, ricordando le (4.143):
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Nel caso del dominio di snervamento in esame (eqn. (4.123)) si ha:
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(4.148)

Poiché le variabili sono soltanto due (µ e ρ), il programma (4.148) può essere rappresentato

graficamente, come in Fig. 4.3. I vincoli di diseguaglianza definiscono una regione ammissibile

(ombreggiata in figura) in cui essi sono tutti rispettati “ contemporaneamente”  e in cui va

pertanto cercata la soluzione ottimale. Evidentemente quest’ ultima corrisponde al punto più a

destra della regione ammissibile (punto �  in figura), di coordinate (16/3, 1) facilmente ottenibili

intersecando le rette corrispondenti ai due vincoli attivi in soluzione, cioè il quarto ed il settimo

nella (4.148). Il corrispondente valore ottimo della funzione obiettivo, pari semplicemente

all’ ascissa di � , risulta pertanto essere � =16/3.
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Fig. 4.3  Regione ammissibile per il programma (4.148)

���������	��
��������������
��

Dal teorema cinematico si deduce il cosiddetto metodo cinematico, che riconduce la

determinazione del fattore di sicurezza �  alla risoluzione di un problema di programmazione

matematica. La funzione obiettivo è la somma delle funzioni di dissipazione plastica, calcolate

nelle deformazioni plastiche corrispondenti ai vertici del dominio di carico, ovvero

� � �

( ) ( )

� � �
� �

�

�
� �
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ε ε ε2 7 2 7 2 7
=
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∑ = + =

= + + + + + + +
1

1 2

0 1 0 1 0 1 0 1 0 2 0 2 0 2 0 24 2 3 4 2 3σ λ σ λ σ λ σ λ σ λ σ λ σ λ σ λ
(4.149)

Un primo vincolo, oltre alla positività dei moltiplicatori plastici, è dato dall’ equazione di

congruenza sulle deformazioni plastiche cumulate

ε ε ε ε ε ε� �
!
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# �
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%
= =

∑ ∑= = ⇔ + = = +
1 1

1 2 1 2

∆ ∆
(4.150)

ossia

( ) ( ) ( ) ( )λ λ λ λ λ λ λ λ& & & & ' ' ' '1 1 2 2 1 1 2 2
+ − + − + − + −− + − = − + − (4.151)

L’ altro vincolo è dato dalla normalizzazione del lavoro dei carichi esterni:
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Il programma da risolvere è pertanto
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Le variabili sono questa volta 8 e possono essere ridotte a 6 ricavandone 2 in funzione delle

altre mediante i due vincoli di uguaglianza. Non è comunque possibile procedere graficamente,

come nel caso del metodo statico, ma si deve procedere, ad esempio, con il metodo del

simplesso, il quale fornisce la soluzione ottima

λ λ λ
σ

λ

λ λ λ λ
σ

� � � �

� � � �

1 1 1
0

1

2 2 2 2
0

0 0
4

3
0

0 0 0
4

3

+ − + −

+ − + −

= = = =

= = = =
(4.154)

cui corrisponde il valore ottimo della funzione obiettivo � =16/3.

���������! "�$#%�'&)(*���+��,-,-.)/'0102��3� "�4 !�501/6&702�981&+:;�4 !�501/

Il programma (4.148) può essere posto in forma matriciale

< == ≤min>@?;A
B
A

C< A (4.155)

ponendo
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(4.156)

(si noti, in particolare, che si è passati da un problema di massimizzazione ad uno di

minimizzazione invertendo il segno della funzione obiettivo). Per la teoria della dualità in

programmazione lineare (v. App. A), il programma (4.155) è del tutto equivalente al

programma

� � �= − = − ≥max ,
λ

λ λ λ
� � 	 


> C (4.157)

essendo

λ := + − + − + − + −λ λ λ λ λ λ λ λ� � � � � � � �


1 1 1 1 2 2 2 2 (4.158)

un vettore di moltiplicatori di Kuhn-Tucker dal significato fisico per ora non ancora definito

(anche se decisamente evidente) cui si impone di essere non negativi. Cambiando il segno della

funzione obiettivo, il programma (4.157) diviene

� � �= = − ≥min ,
λ

λ λ λ
� � � �

> C (4.159)

La funzione obiettivo del programma (4.159) si scrive per esteso:
��� � � � � � � � �

λ = + + + + + + ++ − + − + − + −( ) ( )4 2 3 4 2 30 1 0 1 0 1 0 1 0 2 0 2 0 2 0 2σ λ σ λ σ λ σ λ σ λ σ λ σ λ σ λ (4.160)

Si è dunque ritrovata la somma delle funzioni di dissipazione, la quale è la funzione obiettivo

del programma “ cinematico”  (4.153).

I vincoli di eguaglianza che compaiono nel programma (4.159) si scrivono per esteso



CAPITOLO  4

4.44
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ovvero

λ λ λ λ λ λ λ λ

σ λ λ λ λ

� � � � � � � �
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0 2 2 2 2

0
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4
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− + −�
��

�
�� =

%
&K

'K
(4.162)

La prima equazione corrisponde al vincolo di congruenza e la seconda al vincolo di

normalizzazione del lavoro dei carichi esterni che compaiono nel programma (4.153).

Si è quindi visto che dualizzando il problema di programmazione matematica relativo al

metodo statico si ottiene quello relativo al metodo cinematico.

�������
	�������������������������

Si può considerare l’ analisi limite come un caso particolare dell’ analisi di adattamento in cui

il dominio di carico si riduce ad solo punto, ovvero Π= σ 0 �; @ . Anche il dominio degli sforzi

indefinitamente elastici si riduce corrispondentemente ad un solo punto, ovvero

∆ = σ σ0 04 3 4,1 6< A . Il moltiplicatore del carico µ provoca una traslazione dei punti

costituenti Π e ∆, ciò che significa che il carico cresce monotonamente con µ. Si ricerca il

valore massimo �  di µ in corrispondenza a valori minori del quale si ha adattamento e oltre il

quale no. Dal momento che si tratta di una analisi limite, la forza  =� σ ! "  rappresenta il carico

di collasso del sistema.
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Procedendo come nel più complesso caso con due vertici, è evidente dalla Fig. 4.2 che il

massimo sforzo indefinitamente elastico che è possibile portare dentro "�"��#�  corrisponde al

punto  . L’ ampiezza del vettore degli sforzi residui è pari (a meno del fattore di scala σ ! ) alla

lunghezza del segmento  " ; la risposta del sistema, pari alla somma di quella indefinitamente

elastica e degli sforzi residui, è il punto " . Semplici considerazioni di geometria analitica

permettono di calcolare

ρ = ⋅ = =
$�% $σ σ ρ σ0 0 0

9 2

4

9

4
7 4 21 4,1 6 (4.163)

Il punto   corrisponde al valore µ=7:

µσ µ σ σ µ&' = = ⇒ =1

4

7

4
70 0 (4.164)

"������������#���(� � "!������� "����*) "�� "����+�,����� "���"!��� "������-�
�

Procedendo come nel più complesso caso con due vertici, si ha sempre il problema di

programmazione matematica (4.146), che in questo caso si scrive:

. =
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3 4

/
(4.165)

Nel caso del dominio di snervamento in esame si ha:
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0

0

0

(4.166)

Rispetto al programma (4.148) sono stati rimossi dei vincoli: ci si deve pertanto aspettare

una regione ammissibile non più piccola ed una soluzione ottima non inferiore, come del resto

è ovvio se si considera che il limite di collasso plastico è non inferiore a quello di

inadattamento.
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Fig. 4.4 Regione ammissibile per il programma (4.166)

La Fig. 4.4 illustra visivamente il problema: intersecando le rette corrispondenti ai vincoli

attivi in soluzione, si ottiene il punto �  di coordinate (7, 9/4) ed il corrispondente valore ottimo

� =7.

"������������#��� �#������� "!������� �������*) "�� "����+�,����� "���"!��� "������-�
�

Procedendo come nel caso con due vertici, la funzione obiettivo è la funzione di

dissipazione plastica
�� � � � �

= + + ++ − + −4 2 30 0 0 0σ λ σ λ σ λ σ λ (4.167)

Un primo vincolo è dato dall’ equazione di congruenza

ε ε� � � �
�

	= =∆
(4.168)

ossia

λ λ λ λ
 
 � �+ − + −− = − (4.169)

L’ altro vincolo è dato dalla normalizzazione del lavoro dei carichi esterni:
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Il programma da risolvere è pertanto
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Le variabili sono 4, ma i due vincoli di uguaglianza permettono di ricavare con semplici

passaggi:

λ λ
λ λ
 
� �

+ −

+ −

= +

= +

%
&K
'K

1

1
(4.172)

da cui si deduce il programma equivalente

�
��� �

�
�

�= + + ≥ ≥
− −

− − − −min ( ) | ,
, ,λ λ

σ λ λ λ λ
1 1

0 1 1 16 4 7 0 0< A (4.173)

che è in due sole variabili. I vincoli di non negatività sulle variabili eliminate sono

automaticamente soddisfatti se lo sono quelli sulle variabili rimaste, come evidente dalle

(4.172). Il problema (4.173) è di banalissima soluzione (non è neppure necessario, anche se

possibile, procedere graficamente): data la non negatività dei moltiplicatori plastici, la funzione

obiettivo non può assumere valori inferiori a quello corrispondente a moltiplicatori nulli, vale a

dire � =7.

��������� �!�#"$�&%(')���*��+,+,-(.&/0/1��2��!�3� �4/0.5%6/1�870%*9	�3� �4/0.

Procedendo come nel caso con due vertici, il programma (4.166) può essere posto nella

forma matriciale

: ;= ≤min<>=	?
@
?

A< A (4.174)

ponendo
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(4.175)

Dualizzando si ottiene il programma equivalente

� � �= = − ≥min ,
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λ λ λ
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> C (4.176)

essendo
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(4.177)

un vettore di moltiplicatori di Kuhn-Tucker cui si impone di essere non negativi. La funzione

obiettivo del programma (4.177) si scrive per esteso:
�� � � � �

λ = + + ++ − + −4 2 30 0 0 0σ λ σ λ σ λ σ λ (4.178)

Si è dunque ritrovata la funzione di dissipazione, la quale è la funzione obiettivo del

programma “ cinematico”  (4.171). I vincoli di eguaglianza che compaiono nel programma

(4.177) si scrivono per esteso
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ovvero

λ λ λ λ
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(4.180)

La prima equazione corrisponde al vincolo di congruenza e la seconda al vincolo di

normalizzazione del lavoro dei carichi esterni che compaiono nel programma (4.171).

Si è quindi visto che dualizzando il problema di programmazione matematica relativo al

metodo statico si ottiene quello relativo al metodo cinematico.
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Si può affrontare il problema come un caso di pura analisi limite, anziché come di un caso

particolare di analisi di adattamento, e procedere con i metodi propri del calcolo a rottura. Il

metodo statico consiste nel ricercare una distribuzione di sforzi rispettosa dell’ equilibrio e non

eccedente i limiti di resistenza dei materiali (rispetto della conformità), essendo la congruenza

comunque garantita dalla duttilità dei materiali. Il massimo carico in equilibrio con il quale è

possibile trovare una tale distribuzione di sforzi è il carico di collasso plastico del sistema.

Nel caso in esame, l’ intuizione fisica spinge a considerare solo stati di trazione in entrambe

le barre, ed è evidente dalla Fig. 4.2 che la distribuzione di sforzi ricercata è σ1=4σ0, σ2=3σ0

(punto A), la quale è conforme ed in equilibrio con la forza % =7σ0


, da cui si deduce & =7.

���������	�'�#�)(��"�*���������������������������������� �"!#�$
Il metodo cinematico del calcolo a rottura consiste nel ricercare una distribuzione di

incrementi di deformazioni puramente plastiche congruenti con un meccanismo di collasso, cui

corrisponda il minimo rapporto tra la potenza da esso dissipata nello sviluppare plasticizzazioni

e la potenza dei carichi necessaria ad attivarlo.

Nel caso in esame, vi è un unico meccanismo di collasso possibile (che è dunque quello

ricercato), corrispondente ad una traslazione verso destra (altrimenti la potenza dei carichi non

sarebbe positiva) della piastra rigida con velocità +, ed alla conseguente elongazione delle

barre, con velocità di deformazione plastica costante (nella lunghezza delle barre) pari a +, /
�

.

La potenza dei carichi necessaria all’ attivazione del meccanismo è pari a
- - -. /10 2�0

= = σ 0 (4.181)

mentre la potenza dissipata è pari a

3 3 3 34 5687�9#7;: 5687�9<7;: 9 5=
>

=
>

= + =II II4 3 70

0

0

0

0σ σ σ (4.182)

Il fattore di sicurezza al collasso è pertanto

? @ A= =
B
B 7 (4.183)
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La semplicità dell’ esempio permette di analizzare l’ evoluzione del sistema al variare dei

carichi. Si consideri dapprima il caso dell’ analisi limite in cui questi crescono monotonamente

dal valore nullo. Finche gli sforzi nelle barre si mantengono sufficientemente bassi, la risposta

del sistema è inizialmente puramente elastica:

σ =
�

!
 

"

$
# ∈µ

σ
σ

µ σ0

0
0

4

3 4
0 4

/

/
[ , ] (4.184)

Il sistema abbandona la fase elastica in corrispondenza dello snervamento della barra b, che

avviene per µ = 4σ0. Segue una fase durante la quale la risposta della barra b è elastoplastica

(per la precisione puramente plastica), mentre quella della barra a si mantiene elastica e, sola,

assume gli incrementi del carico, data l’ assenza di incrudimento:

σ =
−�

!
 

"

$
# ∈

( )
[ , ]

µ σ
σ

µ σ σ
3

3
4 70

0
0 0 (4.185)

Infine, per µ = 7σ0 il sistema giunge a collasso, in quanto, in seguito al raggiunto

snervamento della barra a (pari a 4σ0), è incapace di assumere ulteriori incrementi di carico,

data l’ assenza di incrudimento.

Si passi ora a considerare il caso dell’ analisi di adattamento in corrispondenza al dominio di

carico [0,σ0


]. Per quanto le storie di carico possibili siano in numero infinito, tuttavia, i

risultati precedentemente ottenuti con i metodi diretti possono essere verificati considerando

una storia di carico oscillante tra i valori % =0 e % =(16/3)σ0


. Si supponga che il sistema

compia inizialmente una escursione completa da % =0 a % =(16/3)σ0


. Il comportamento del

sistema durante la prima oscillazione è simile a quello prima descritto nel caso di analisi limite:

con riferimento alla Fig. 4.5 la risposta è inizialmente elastica in entrambe le barre (tratto 
��(

);

dal punto 
(

 al punto �  la risposta è elastica solo nella barra a, essendo la barra b a

snervamento (ci si muove infatti sulla superficie di snervamento). Giunti al punto � ,

coincidente con la massima intensità del carico permessa dal dominio considerato, si consideri

uno scarico elastico completo, ovvero fino al punto � , il quale non può che avvenire lungo un

segmento parallelo ad 
��(

. Nonostante non vi siano carichi applicati alla struttura, le barre a e

b sono sede di uno stato di tensione e compressione, rispettivamente, conseguenti alle
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deformazioni plastiche accumulate irreversibilmente. La risposta del sistema a qualunque

successiva storia di carico è puramente elastica e avviene lungo il segmento � � , ciò che

significa adattamento. Si noti che lo stato di autotensioni che si è ottenuto coincide con quello

calcolato con il metodo statico.

Fig. 4.5 Possibile evoluzione del sistema

E’  facile intuire che anche altre storie di carico, diverse da quella sopra descritta ma

comprese nel dominio [0, (16/3)σ0


], porteranno comunque il sistema ad avere una risposta

compresa nel tratto � �  dopo che si saranno verificate le stesse plasticizzazioni di cui sopra e,

conseguentemente, dopo che saranno state mobilitate le risorse di iperstaticità del sistema,

nella forma dello stato di autotensioni prima descritto.

Al contrario, un dominio di carico più ampio porta il sistema alla crisi per inadattamento. E’

infatti sufficiente considerare anche un solo esempio, come quello rappresentato in Fig. 4.5 di

una storia di carico oscillante tra i valori % =0 e % =µσ0


 >(16/3)σ0


: dopo il raggiungimento

del punto 
�

, anche lo scarico elastico (tratto 
��� � ) produce plasticizzazioni (nel tratto 

� � ) e

successive oscillazioni dei carichi tra i valori estremi del dominio di carico producono risposte

che percorrono il ciclo 
� � � � , dissipando energia nei tratti 

� �  e � � .
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Nonostante la notevole semplicità, l’ esempio permette di cogliere alcune importanti

differenze tra l’ analisi di adattamento ed il caso particolare dell’ analisi limite, ed in particolare

di notare che alcune proprietà della seconda non sono estendibili alla prima.

E’  noto dalla teoria del calcolo a rottura che le proprietà elastiche del sistema non

influenzano il carico di collasso. Ciò non è tuttavia vero, in generale, nel caso del

moltiplicatore dei carichi relativo all’ adattamento. L’ esempio esaminato permette di

confermare le precedenti conclusioni in modo semplice. Al mutare delle proprietà elastiche dei

materiali, ovvero al mutare dei moduli di Young 
��


 e 
���

, cambia l’ inclinazione della retta � .
Dalla Fig. 4.2 si deduce che, ad esempio, se i materiali fossero tali da avere in corrispondenza

la retta � 2 passante per il punto 


 (indicata a tratto punto in Fig. 4.2), allora il carico di

shakedown e quello di collasso plastico coinciderebbero ( & =7 sia per l’ analisi limite che per

quella di adattamento) e la distribuzione di sforzi residui corrispondente sarebbe nulla (si noti

che in questo caso sia il limite di adattamento che quello plastico coincidono con quello

elastico). Dunque il valore del fattore di sicurezza al collasso non muta (è sempre 7), come

deve essere, mentre quello ad inadattamento passa da 16/3 a 7. Se invece i materiali fossero tali

da ottenere in corrispondenza una retta “ di poco”  differente rispetto ad � , come nel caso della

retta � 3 (tratteggiata in Fig. 4.2), allora la stessa distribuzione di sforzi residui di ampiezza pari

alla lunghezza di 
� �  (a meno del fattore di scala σ  ) garantirebbe adattamento in

corrispondenza dello stesso fattore di sicurezza & =16/3 (sempre restando il fattore di sicurezza

a collasso plastico pari a 7).

Il fattore di sicurezza al collasso plastico è un valore in una certa misura “ assoluto” , nel

senso che si riferisce solamente al sistema ed alle condizioni di carico in esame. Al contrario, il

fattore di sicurezza all’ inadattamento si riferisce, oltre che al sistema ed alle condizioni di

carico, anche al dominio all’ interno del quale queste ultime possono variare. Nel caso del

sistema esaminato, ad esempio, se, pur rimanendo invariata la condizione di carico % , il

dominio di carico fosse [-σ   ,σ   ] anziché [0,σ   ], allora il fattore di sicurezza ad

inadattamento sarebbe decisamente inferiore a 16/3, dal momento che il vincolo rappresentato

in figura dal segmento � �  sarebbe stato più cogente.


