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  Si sono sviluppati due algoritmi per l’approccio cinematico all’analisi di

adattamento per elementi finiti. Il primo si applica a materiali caratterizzati dal criterio di
snervamento di von Mises, mentre il secondo permette di trattare il più generale criterio di
Drucker-Prager (e come caso particolare quello di von Mises). Entrambi gli algoritmi
fanno ricorso alla tecnica di penalizzazione per imporre il vincolo di normalità, includono
l’analisi limite come caso particolare ed empiricamente danno prova di convergere alla
soluzione corretta, come mostrato dagli esempi riportati nel Cap. 6. Si è sviluppata
un’analisi di convergenza a livello qualitativo che permette di giustificare il
comportamento esibito dal primo algoritmo. Infine si mostra una applicazione del primo
algoritmo all’analisi di adattamento sul volume rappresentativo di materiali eterogenei
periodici.

Lo scopo di questo capitolo è di illustrare degli algoritmi risolutivi per l’ analisi di

adattamento. Il problema è stato affrontato mediante l’ approccio cinematico, con riferimento

ad un sistema discretizzato mediante il MEF, utilizzando elementi finiti isoparametrici (v. App.

C). Per maggiore semplicità ci si è limitati al caso, semplice ma significativo nelle applicazioni,

di materiali elastici-perfettamente plastici con legge di scorrimento associata.

Si assume che il dominio di carico sia iperpoliedrico ed il caso particolare dell’ analisi limite

è ottenuto qualora il numero �  dei vertici di tale dominio sia posto uguale ad 1. Perché sia

possibile applicare gli algoritmi sviluppati è necessario conoscere, oltre che la geometria e le

proprietà dei materiali del sistema, anche le distribuzioni di sforzi indefinitamente elastici

conseguenti ai vertici del dominio di carico, ciò che è facilmente ottenibile risolvendo �
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problemi elastici, con una qualsiasi delle tecniche a disposizione. Risulta allo scopo

particolarmente utile procedere con il metodo degli elementi finiti utilizzando la stessa mesh

che si adotta poi nel metodo diretto, in modo da ottenere i valori dei campo di sforzi nei punti

di Gauss, ovvero proprio quei valori di cui si necessita, come si vedrà tra breve, nell’ applicare

gli algoritmi risolutivi.

����8Q�DOJRULWPR�SHU�LO�FULWHULR�GL�YRQ�0LVHV
L’ algoritmo sviluppato di seguito, il quale permette di trattare materiali caratterizzati dal

criterio di snervamento di Mises, si rifà da vicino a quelli sviluppati da ���������
	������  [48], ���	����
[88] e ���	���������	������  [89] e sarà denominato algoritmo α.

Nel caso in cui si faccia riferimento al criterio di snervamento di Huber-Hencky-von Mises

(HHM), dal teorema cinematico (nella versione continua di cui in App. B) si deduce il seguente

problema variazione, la cui soluzione �  è il fattore di sicurezza all’ inadattamento:
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(5.1)

La funzione obiettivo è la somma delle funzioni di dissipazione plastica per il criterio HHM

(v.§4.4.1), calcolate in corrispondenza dei vertici del dominio di carico; il primo vincolo è la

condizione di normalizzazione del lavoro esterno dei carichi base; il secondo vincolo esprime la

congruenza delle deformazioni plastiche cumulate; il terzo vincolo esprime la condizione di

incompressibilità delle deformazioni plastiche, che discende dalla indipendenza del criterio

HHM dalla componente volumetrica delle deformazioni plastiche, come già spiegato nel

§4.4.1. In seguito al modo in cui è stata dedotta la funzione di dissipazione, non è lecito
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trascurare tale vincolo (come del resto facilmente verificabile empiricamente ponendo pari a

zero la costante di penalizzazione α, la quale permette di tenerne in conto e che dovrebbe

invece assumere valori teoricamente infiniti). Si fa presente al riguardo che, trattandosi di un

vincolo derivante dal legame costitutivo e non dalla congruenza, esso va imposto sulle

deformazioni relative a ciascun vertice del dominio di carico e non sulla loro somma, come

invece la presenza di enti cinematici quali le deformazioni potrebbe erroneamente far credere.

Naturalmente l’ ultimo vincolo, ovvero le condizioni al contorno di congruenza, va imposto

sugli spostamenti cumulati.

Per mezzo di una discretizzazione per elementi finiti di tipo “classico” (v. App. C) il (5.1)

diviene il seguente problema di programmazione matematica:
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(5.2)

dove �  è l’ insieme dei punti di Gauss � , ρ � è l’ � -esimo peso di Gauss e � � è il modulo del

determinante jacobiano calcolato nell’ � -esimo punto di Gauss.

Nonostante i vincoli siano lineari, la funzione obiettivo è (fortemente) non lineare e non è

differenziabile per valori nulli delle deformazioni plastiche. Si tratta quindi di un problema di

matematica “non liscia” ( ��! � � �"!#! � � � 	 � ��� � 	 � ��$ � ) e di seguito si sviluppa un algoritmo che

permette di superare le difficoltà implicate dalla non linearità e dalla non regolarità del

problema.
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La (5.2d), esprimente la legge di normalità che nel caso del criterio HHM si traduce nel

vincolo di incompressibilità plastica, può essere posta in una forma equivalente. Precisamente,

si consideri che

ε ε� � � ���� � � ������ � ���� ������ ����	 
 	 
= = ⇔ = = =� ��� ε ε ε ε ε0 0
2

3 8 (5.3)

dove si è posto
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(5.4)

Poiché
� � � �

( ) ( ) ( )� � � � �Ω Ω Ω
Ω
I = ∧ ≥ ∀ ∈ ⇔ = ∀ ∈0 0 0 (5.5)

Il vincolo di incompressibilità plastica (5.3) si può scrivere equivalentemente nella forma

ε � � ������ ����� ��� �3 8
2

0Ω Ω
Ω Ω
I I= =ε ε

�
(5.6)

La precedente, in virtù della tecnica di integrazione approssimata di Gauss-Legendre, diviene

ρ ���! ��"�#  ��"�%$
&

ε ε
'

∈
∑ = 0 (5.7)

Trascurando temporaneamente le condizioni al contorno di tipo cinematico, che verranno

imposte in seguito, si utilizza la tecnica dei moltiplicatori di Lagrange per rimuovere i vincoli

(5.2b,c), mentre la (5.7) viene imposta mediante la tecnica di penalizzazione Si definisce

pertanto una funzione lagrangiana (  che permette di includere i vincoli e che si scrive
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essendo λ un moltiplicatore di Lagrange, ���  un vettore di sei moltiplicatori di Lagrange (vi è un

vettore ���  per ogni punto di Gauss) e α�  un parametro di penalizzazione da considerarsi noto.

Poiché non vi sono motivi �����
	���
	  per privilegiare un vertice del dominio di carico rispetto agli

altri, gli �  parametri di penalizzazione α�  ( � =1,..., � ) vengono posti eguali ad un unico

parametro α.

Al fine di risolvere il programma (5.2) si impongono le condizioni KKT (circa la non

regolarità del problema e la sua regolarizzazione si veda quanto segue subito sotto), ovvero:
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Una volta risolto il problema della regolarizzazione del problema, il sistema (5.9) permette,

in linea di principio, di risolvere il programma (5.2). Esso risulta tuttavia non lineare, come del

resto è ovvio trattandosi del sistema risolvente di un problema di programmazione non lineare,

ciò che, data la mole ingente dello stesso, ne rende virtualmente impossibile una soluzione

diretta. Per superare questa difficoltà si utilizza un algoritmo iterativo consistente nella

risoluzione ad ogni passo di una versione linearizzata delle (5.9).Precisamente, al passo , -
esimo si calcolano i denominatori irrazionali che compaiono nelle (5.9a) con i dati relativi al

passo precedente:
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(5.10)

essendo

: ;2<=?> =�@A >CB =�@A >: |
( ) ( )= ∈ ≥− −ε ε1 1 2D εJ L (5.11)
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� ��� ���� � � � �	�
 ��� �	�
 �: \ |
( ) ( )= = ∈ <− −ε ε1 1 2 εJ L (5.12)

ε << 1 (5.13)

La (5.11) definisce il sottoinsieme dell’ insieme dei punti di Gauss nel quale le deformazioni

plastiche sono “ sufficientemente grandi”  e viene pertanto detto zona plastica. La (5.12)

definisce invece il sottoinsieme complementare, detto pertanto zona rigida (o, per meglio dire,

zona “ quasi rigida” ). A ciascun vertice del dominio di carico corrispondono una propria zona

plastica ed una rigida. Il parametro (noto) ε rappresenta il valore di soglia che discrimina tra le

due zone, ed è sempre lo stesso per ogni vertice dominio di carico, perché non vi sono motivi �
�����	�����  per privilegiarne uno sugli altri. Se fosse ε = 0, la zona rigida potrebbe dirsi tale in modo

rigoroso; tuttavia ciò implicherebbe la presenza di denominatori nulli ed impedirebbe la

risoluzione del problema. La (5.10) costituisce pertanto una procedura di regolarizzazione del

problema, la quale permette di ottenere un problema di matematica “ liscia” .

Ciò stante, il sistema linearizzato che deve essere risolto al passo � -esimo è il seguente:
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(5.14)

Le (5.14) costituiscono un sistema lineare che permette di risolvere la n-esima iterazione.

Tuttavia la mole del sistema risolvente è notevole, ciò che sconsiglia di affrontarlo

direttamente. Alcune semplici (anche se un po’  lunghe) manipolazioni algebriche, illustrate di

seguito, permettono di eliminare alcune variabili ricavandole in funzione degli spostamenti

nodali ∆ 4  e del moltiplicatore di Lagrange λ, così da ottenere un sistema equivalente dalle

dimensioni notevolmente più ridotte e pertanto facilmente (mediante un calcolatore) risolubile.
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Una volta ottenuti i valori delle variabili rimaste, si potrà poi procedere a ritroso e ricavare

anche quelli delle variabili sostituite.

Il lettore non interessato allo svolgimento dei passaggi algebrici che permettono di ridurre il

sistema può passare direttamente a quanto segue la eqn. (5.29). Posto
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−= +1
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2
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1
: σ α (5.15)

la (5.14a) diventa

ρ λ ρ�	��
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��� ��� �� � �− − + =1ε σ (5.16)

da cui si ricava

� �� � ���������� �������� ���� �� �
= − −λ ρ ρσ ε1 (5.17)

che, sostituito nella (5.16) scritta  "!$# , permette di ricavare

ε ε σ σ% &')( % &( * &(+* &',( ( % &- * &-= + −− − −. .1 1 12 7 2 7λ (5.18)

Sostituendo la (5.18) nella (5.14d), scritta per  "!$# †, si ottiene:
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Posto
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la (5.19) permette di esplicitare le deformazioni plastiche in funzione degli spostamenti nodali:
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Sostituendo prima la (5.17) e poi la (5.21) nella (5.14b), si ottiene:
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Si esprimano gli spostamenti nodali ∆ \^]  come prodotto del moltiplicatore di Lagrange λ ]
per un vettore incognito ∆δ ] :

∆ ∆
_S` ` `

= λ δ (5.23)
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Sostituendo la (5.23) nella (5.22) ed eliminando il moltiplicatore di Lagrange, si ha:
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da cui:
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che per la (5.20) si riduce a:
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La precedente permette di determinare il vettore ∆δ ] , ovvero di determinare gli spostamenti

nodali a meno di una costante moltiplicativa (λ ] ), la quale può essere determinata dalla (5.14c).

Sostituendo in quest’ ultima la (5.21) e tenendo conto della (5.23) si ottiene infatti:
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<>=?<A@B<DCFEG<A@B@HCI@B<KJL=?M

Per quanto riguarda il primo passo, si suppone arbitrariamente che tutti punti di Gauss per

ogni vertice del dominio di carico siano sede di plasticizzazioni, che, conseguentemente, le

zone rigide siano assenti e che tutti i denominatori assumano valore unitario, ovvero:

N O P Q RSO T UV V V	W1 1 0 1 1≡ = ∅ = ∀ ∈ ∀ =: , , ,X (5.28)

Nonostante la (peraltro inevitabile) arbitrarietà dell’ inizializzazione, l’ algoritmo ha dato prova

di convergenza e di insensibilità alle condizioni iniziali, ciò che giustifica le (5.28).

                                                                                                                                                  
† Si fa presente che Y , in quanto indice di sommatoria, è una variabile muta
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L’ n-esimo passo dell’ algoritmo risolutivo consta delle seguenti operazioni:

• La (5.26) fornisce:
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• Quindi la (5.27) fornisce:
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• Dalla (5.23) si ottengono gli spostamenti nodali:

∆ ∆
*�+ + +

= λ δ

• Le deformazioni plastiche corrispondenti ad ogni vertice del dominio di carico sono date

dalla (5.21):
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• Le zone plastiche e rigide sono aggiornate dalle (5.11),(5.12):
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• I valori dei denominatori sono aggiornati mediante le (5.10):
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• Le matrici di servizio sono aggiornate mediante le (5.15),(5.20):
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• Ed infine il moltiplicatore dei carichi è dato, per definizione, da
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Fig. 5.1  Diagramma di flusso dell’ algoritmo α per il criterio di von Mises (tra parentesi i riferimenti alle
formule che permettono di eseguire i passi dell’ algoritmo
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L’ algoritmo iterativo ha termine quando l’ incremento del moltiplicatore dei carichi oppure

della norma euclidea dell’ incremento del vettore degli spostamenti nodali è “ piccolo”  nei

confronti, rispettivamente, del valore del moltiplicatore dei carichi o della norma del vettore

degli spostamenti nodali calcolati al passo precedente, ossia, fissate arbitrariamente le

tolleranze γ1 e γ2, quando è soddisfatto il seguente criterio di convergenza:

� �
�
� �
�

� �
�

− ≤ ∨
−

≤
−

−

−

−

1

1 1

1

1 2γ γ
∆ ∆

∆

� �
� (5.32)

I passi dell’ algoritmo sono riportati nel diagramma di flusso di Fig. 5.1, il quale evidenzia,

come si può notare, che si tratta di una procedura estremamente semplice dal punto di vista

strettamente informatico.

Per quanto riguarda la determinazione di ∆δn dal sistema lineare (5.29), si tenga presente

che vanno imposte le condizioni al contorno di tipo cinematico. Nel caso in cui queste

comportino l’ annullamento degli spostamenti vincolati, il metodo utilizzato consiste nel

modificare la matrice dei coefficienti ed il termine noto della (5.29) mediante la sostituzione

con 1 dei termini diagonali e con 0 di quelli appartenenti alle righe ed alle colonne

corrispondenti agli spostamenti impediti. Ad esempio in seguito all’ imposizione del vincolo

∆ ���  = 0 , che ovviamente equivale a ∆δ !" = 0 , il sistema risolutivo diviene:
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Prendendo spunto dal precedente algoritmo α, valido per il criterio di snervamento di

Mises, si è sviluppato un algoritmo originale che permette di trattare materiali caratterizzati dal

criterio di snervamento di Drucker-Prager (DP). Si fa presente da subito che l’ algoritmo è nato

senza pretesa alcuna di sintetizzare uno strumento effettivamente capace di risolvere grossi

problemi, dal momento che in tale caso si richiederebbero competenze di analisi numerica ed

informatica la cui acquisizione va oltre gli scopi di questa tesi, e che il principale intento è stato

quello di osservare se e come fosse possibile estendere la tecnica utilizzata nell’ algoritmo α ad

un caso più generale ed osservarne il comportamento, tenuto conto che (per quanto a me noto)

non vi sono in letteratura altri algoritmi risolutivi per tale classe di materiali i quali siano basati

sull’ approccio cinematico all’ analisi di adattamento.

Questo algoritmo, cui ci si riferirà nel seguito con la denominazione di algoritmo β,

permette di includere il criterio HHM come caso particolare. Sebbene la filosofia con cui viene

affrontato il problema e la struttura dell’ algoritmo β siano, sotto certi aspetti, simili a quelle

dell’ algoritmo α, il primo non è esattamente uguale al secondo nel caso particolare del criterio

HHM.

Nel caso in cui si faccia riferimento al criterio di snervamento di Drucker-Prager, dal

teorema cinematico (nella versione continua e priva della dipendenza dalla variabile temporale

di cui in App. B) si deduce il seguente problema variazionale soggetto a vincoli, la cui

soluzione �  è il fattore di sicurezza all’ inadattamento (per la simbologia si rimanda al

precedente paragrafo, mentre per la deduzione delle funzioni di dissipazione si rimanda al

§4.4):
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c.c.  cinematiche

3 8

(5.34)

essendo

�
: tan( )= +1

1

3
β (5.35)

�
:

tan ( )

=
+

1

3

2

1

3
2 β

(5.36)

Qualora sia β = 0, si ha �  = 1 e �  = 2 3 e si ritrova il caso del criterio di von Mises.

Per mezzo di una discretizzazione per elementi finiti di tipo “ classico”  (v. App. C) il (5.34)

diviene il seguente problema di programmazione matematica:

� �����

�

�! 

� �! � "

#$#%#&#'# ()#*
+ ()#*#-,(
.

#/#0()#1+ ()#*#2,(
.

()#*(
.

#
+ (#* # # (#*
+ ()#*

=

=

= ∀ ∈

= ∀ ∈ ∀ =

%

&

K
K
K
K
K
KK

'

K
K
K
K
K
K
K

∈=

∈=

=

∑∑

∑∑

∑

min

tan( ) , , ,

ρ σ

ρ

β

0
1

1

1

1

1

ε ε

σ ε

ε

ε ε ε

3

4 5

6 3

sotto le condizioni

c.c.  cinematiche

∆

7

(5.37)
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Rispetto al caso del criterio HHM non vi sono stati cambiamenti nella funzione obiettivo, se

non in una costante moltiplicativa, ciò che rappresenta una modifica puramente formale ma non

sostanziale. Tuttavia il vincolo di normalità, che nel caso generale del criterio DP non si

traduce nel vincolo di incompressibilità, si presenta ora (fortemente) non lineare, ciò che è

fonte di ulteriori notevoli difficoltà nella risoluzione del programma (5.37). Quest’ ultimo

definisce un problema di programmazione non lineare e “ non liscia”  ( �����������	� 
��

�� 
���� �� 
���� � ), così come nel caso dell’ algoritmo α. L’ algoritmo sviluppato permette di

superare le difficoltà implicate dalla non linearità e dalla non regolarità del problema, altrimenti

virtualmente non risolubile, data la mole dello stesso.

La formulazione (5.37), che presenta gli svantaggi di cui sopra, viene modificata in modo

tale che le equazioni risolventi che se ne dedurranno siano lineari. Poiché tale modifica non è

una semplice manipolazione algebrica che porta in una forma equivalente il problema, bensì si

tratta di un effettivo cambiamento di quest’ ultimo, il programma che si ottiene non potrà

considerarsi che una approssimazione di quello effettivo e sarà pertanto necessario fare ricorso

ad un procedimento iterativo per ottenere approssimazioni via via migliori. L’ algoritmo ha

dato prova empirica di convergere alla soluzione corretta dopo un numero opportuno di

iterazioni.

In primo luogo si scrive la funzione obiettivo nella forma equivalente

� ����������������
��! 

�
��

�
��! 

�
����"

�

#
=

∈=
∑∑min ρ σ 0

1

ε ε

ε ε

$

$ (5.38)

Quindi, a ciascuna passo del procedimento iterativo utilizzato (ad esempio l’ � -esimo) si

individuano, come per l’ algoritmo α, una zona plastica ed una rigida in corrispondenza di ogni

vertice del dominio di carico, facendo riferimento alla “ grandezza”  delle deformazioni

plastiche:

% &(')+* )�,- */. )�,- *: |
( ) ( )= ∈ ≥− −ε ε1 1 20 εJ L (5.39)

1 243 5627 8 7 8 7�9: 8<; 7�9: 8: \ |
( ) ( )= = ∈ <− −ε ε1 1 2= εJ L (5.40)

essendo

ε << 1 (5.41)
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un numero sufficientemente piccolo che rappresenta il valore di soglia che discrimina tra le due

zone; ε è sempre lo stesso per ogni vertice dominio di carico, perché non vi sono motivi 
��� � � � �  per privilegiarne uno sugli altri.

Al solito, si pone

� ���
���
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 ��� 	�
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−
− −

= ∈

∈

%
&K
'K

1
1 1

:
( )

( )

( ) ( )ε ε
�

se 

se  ε
(5.42)

e si trasforma la funzione obiettivo:

� ����� ������������ ��
� �� �! � �� ��#"�

$
= −

∈=
∑∑min ρ σ 0 1

1

1 ε ε
%

(5.43)

Se fosse ε = 0, la zona rigida potrebbe dirsi tale in modo rigoroso; tuttavia ciò

implicherebbe la presenza di denominatori nulli ed impedirebbe la risoluzione del problema. La

(5.42) costituisce pertanto una procedura di regolarizzazione delle equazioni risolventi, la

quale permette di ottenere un problema di matematica “ liscia” .

Tenendo conto della (5.42), si pone la condizione (5.37d) nella forma:

&�')(�*+-, * *.(/*,0 1 2�3 4 5
ε = ∀ ∈ ∀ =−tan( ) , , ,β 1 1 6 (5.44)

Si noti che i vincoli così ottenuti sono lineari.

Il programma da risolvere alla n-esima iterazione è pertanto
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σ ε
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L

sotto le condizioni

c.c.  cinematiche

∆

M

(5.45)

Trascurando temporaneamente le condizioni al contorno di tipo cinematico, che verranno

imposte in seguito, si utilizza la tecnica dei moltiplicatori di Lagrange per rimuovere i vincoli

(5.37b,c). La (5.37d), esprimente la legge di normalità, viene imposta mediante la tecnica di
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penalizzazione. Si definisce pertanto una funzione lagrangiana � , che permette di includere i

vincoli e che si scrive

� �
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1

1
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1

1
2 1
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(5.46)

essendo λ"  un moltiplicatore di Lagrange, #%$ &  un vettore di sei moltiplicatori di Lagrange (vi è

un vettore #%$ &  per ogni punto di Gauss) e α')(  un parametro di penalizzazione da considerarsi

noto. Poiché non vi sono motivi *,+.-0/
1�-0/  per privilegiare un vertice del dominio di carico

rispetto agli altri, né un punto di Gauss rispetto agli altri, tutti i parametri di penalizzazione α')(
( / ∈2 , 3 =1,..., 4 ) vengono posti eguali ad un unico parametro α. L’ elevamento a quadrato della

condizione di normalità (ultimo addendo del terzo addendo della (5.46)) è reso necessario dalla

tecnica di penalizzazione e non comporta alcuna approssimazione. La presenza dei fattori 2 nel

secondo e terzo addendo del terzo membro della (5.46) è lecita perché essi moltiplicano i

moltiplicatori di Lagrange e possono pertanto essere “ assorbiti”  da questi; la loro presenza nei

termini lineari ha lo scopo di permettere l’ eliminazione dei fattori 2 che conseguono alla

successiva derivazione dei termini quadratici, ottenendo una scrittura più snella.

Per le condizioni KKT (v. App. A), la soluzione del programma (5.46) è caratterizzata dalla

stazionarietà della lagrangiana, ovvero:
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(5.47)

Eseguendo le derivazioni si ottiene
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(5.48)

Le (5.48) costituiscono un sistema lineare che permette di risolvere la n-esima iterazione.

Tuttavia la mole del sistema risolvente è notevole, ciò che sconsiglia di affrontarlo

direttamente. Alcune semplici (anche se un po’  lunghe) manipolazioni algebriche, illustrate di

seguito, permettono di eliminare alcune variabili ricavandole in funzione degli spostamenti

nodali ∆ �  e del moltiplicatore di Lagrange λ, così da ottenere un sistema equivalente dalle

dimensioni notevolmente più ridotte e pertanto facilmente risolubile mediante un calcolatore.

Una volta ottenuti i valori delle variabili rimaste, si potrà poi procedere a ritroso e ricavare

anche quelli delle variabili sostituite.

Il lettore non interessato allo svolgimento dei passaggi algebrici che permettono di ridurre il

sistema può passare direttamente alla eqn. (5.74). Per la definizione (5.4) della matrice �  e

ponendo

 ! "#%$& $�$ $'$($#�$&
)+*-,.−

−= +1 0
1

: ρ σ α (5.49)

/ 01%23 2 241%235 6− −=1 1: tan( )α β (5.50)

le (5.48a) si scrivono

7 8 9 :;�<= ;�<> = = <?<@;%<A < = ;%<=B− −− + − =1 1ε σλ ρ (5.51)

da cui si ricava

C D EF G GHF?FJI�FK I%FG I%FL G I%FGM
= − +− −λ ρ σ ε1 1 (5.52)

che, sostituito nella (5.51) scritta NPORQ , permette di ricavare

ε ε σ σS TUWV S TV X TV X TUYV V T?T4S TZ X TZ S TV X TV[
= + − + −− − − − −\ \ ] ]1 1 1 1 12 7 2 7 2 7λ ρ (5.53)
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Sostituendo la (5.53) nella (5.48d), scritta per NPORQ ‡, si ottiene:
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la (5.54) permette di esplicitare le deformazioni plastiche in funzione degli spostamenti nodali:
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Sostituendo prima la (5.52) e poi la (5.56) nella (5.48b), si ottiene:
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Si noti ora che risulta
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(5.58)

e, analogamente,

                                               
‡ Si fa presente che 9 , in quanto indice di sommatoria, è una variabile muta
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Ciò stante, la (5.57) può scriversi
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la (5.60) può scriversi semplicemente
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Sostituendo la (5.56) nella (5.48c), si ottiene
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ovvero
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Si noti che il vettore che moltiplica gli spostamenti nodali nella (5.66) è il trasposto del

vettore definito nella (5.62). Risulta infatti:
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Nella precedente deduzione si è utilizzato il fatto che
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Lo scalare che moltiplica il moltiplicatore di Lagrange ed il termine noto nella (5.66)

possono essere posti in una forma equivalente, particolarmente comoda nell’ implementazione

numerica al fine di ridurre il numero di operazioni che il calcolatore deve effettuare, tenendo

conto che
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(5.69)

e, analogamente
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Posto quindi
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la (5.66) può scriversi semplicemente
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Ne consegue che il sistema risolutivo (5.48) si riduce a
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ovvero, in forma matriciale
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(5.75)

si noti che la matrice dei coefficienti del sistema risolvente risulta essere simmetrica.

Per l’ imposizione delle condizioni al contorno di tipo cinematico, nel caso in cui queste

comportino l’ annullamento degli spostamenti vincolati, il metodo utilizzato consiste nel

modificare la matrice dei coefficienti ed il termine noto della (5.75) mediante la sostituzione

con 1 dei termini diagonali e con 0 di quelli appartenenti alle righe ed alle colonne

corrispondenti agli spostamenti impediti. Ad esempio, in seguito all’ imposizione del

vincolo ∆ ?A@ B = 0 , il sistema risolutivo diviene:
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Per quanto riguarda il passo 0-esimo, si suppone arbitrariamente che tutti punti di Gauss per

ogni vertice del dominio di carico siano sede di plasticizzazioni, che, conseguentemente, le

zone rigide siano assenti e che tutti i denominatori assumano valore unitario, ovvero:

� � � � ��� � �   "!1 1 0 1 1≡ = ∅ = ∀ ∈ ∀ =: , , ,# (5.77)

Nonostante la (peraltro inevitabile) arbitrarietà dell’ inizializzazione, l’ algoritmo ha dato prova

di convergenza e di insensibilità alle condizioni iniziali, ciò che giustifica le (5.56).
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L’ n-esimo passo dell’ algoritmo risolutivo consta delle seguenti operazioni:

• Dalla (5.75) si ricavano il vettore degli spostamenti nodali ∆ 1 2 ed il moltiplicatore di

Lagrange λ3 :
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• Dalla (5.56) si ottengono le deformazioni plastiche ε >"?@&A in ogni punto di Gauss ed in

corrispondenza di ogni vertice del dominio di carico:
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• Le zone plastiche e rigide sono aggiornate mediante le (5.39),(5.40):
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• I valori dei denominatori sono aggiornati mediante le (5.42):
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• Le matrici di servizio sono aggiornate dalle (5.49),(5.50),(5.55):
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• la matrice dei coefficienti del sistema risolvente della successiva iterazione è dato dalle

(5.61),(5.62),(5.71):
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• Il termine noto del sistema risolvente della successiva iterazione è dato dalle (5.63),(5.72):
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• Ed infine il moltiplicatore dei carichi è dato, per definizione, da
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L’ algoritmo iterativo ha termine quando l’ incremento del moltiplicatore dei carichi oppure

della norma euclidea dell’ incremento del vettore degli spostamenti nodali è “ piccolo”  nei

confronti, rispettivamente, del valore del moltiplicatore dei carichi o della norma del vettore

degli spostamenti nodali calcolati al passo precedente, ossia, fissate arbitrariamente le

tolleranze γ1 e γ2, quando è soddisfatto il seguente criterio di convergenza:
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1 2γ γ
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I passi dell’ algoritmo sono riportati nel diagramma di flusso di Fig. 5.2, il quale evidenzia,

come si può notare, che si tratta di una procedura estremamente semplice dal punto di vista

strettamente informatico.
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Fig. 5.2  Diagramma di flusso dell’ algoritmo β per il criterio di Drucker-Prager (tra parentesi i riferimenti alle
formule che permettono di eseguire i passi dell’ algoritmo
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Scopo di questo paragrafo è fornire una analisi critica del comportamento dell’ algoritmo α,

sviluppato nel §5.1, con particolare riferimento alla possibilità di convergere alla soluzione

corretta dei problemi in esame ed in modo da fornire una giustificazione dei risultati ottenuti

nel Cap. 6. Si fa presente esplicitamente che quanto segue non ha pretesa alcuna di rigore

matematico, ma va bensì visto come una semplice giustificazione a livello qualitativo dei

risultati ottenuti e dei fenomeni osservati empiricamente nella esecuzione dell’ algoritmo. Ne

consegue pertanto che le osservazioni sviluppate in seguito nella forma di deduzioni logiche e

con il formalismo che è proprio della matematica non vanno intese per nessun motivo come

dimostrazioni, ma, lo si ribadisce, semplicemente come argomentazioni più o meno plausibili e

comunque non assolute.

Il motivo per cui non è stato possibile sviluppare una rigorosa analisi di convergenza che

terminasse in una dimostrazione matematica va ritrovato fondamentalmente nei due aspetti che

rendono complessa la risoluzione stessa del problema di programmazione matematica, ovvero

la non derivabilità della funzione obiettivo (problema di matematica ;�� ;��������	��
 ) e la necessità

di fare ricorso alla tecnica di penalizzazione per imporre il vincolo di normalità

(incompressibilità plastica).

��������������������� � !#"$���������	%�&�&�!'� �)(��*&�!��)�+" "#!#"$�������,���)&�-�� ��.�&�� /0!

Il metodo utilizzato per fronteggiare il primo dei due problemi, ovvero la non derivabilità

della funzione obiettivo, è costituito, come si è detto, dalla tecnica di regolarizzazione, la quale

consiste nel porre eguali ad un valore arbitrariamente piccolo ε i denominatori più piccoli di

tale valore ε, in modo tale da impedire la comparsa di denominatori nulli:
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(6.80)

essendo

? @6ABDC B9EF CHG B9EF C: |
( ) ( )= ∈ ≥− −ε ε1 1 2I εJ L (6.81)
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� ��� ���� � � � �	�
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 �: \ |
( ) ( )= = ∈ <− −ε ε1 1 2 εJ L (6.82)

ε << 1 (6.83)

Come si può intuire qualitativamente, quanto fatto non si distingue di molto (perlomeno per

ε→0) dal considerare denominatori del tipo

� � � ����	�� ���� ��� ���� �− − −= + ∀ = ∀ ∈1 1 1 2 1ε ε( ) ( )
,...,

� ε (6.84)

i quali risultano ovviamente sempre diversi da zero, anche quando si annulla la forma

quadratica, grazie alla presenza di ε. In quanto segue si assumerà sempre che, in virtù della

(6.84), i denominatori siano sempre non nulli, così che sia possibile estendere senza problemi le

sommatorie che compariranno nelle seguenti relazioni a tutti i punti di Gauss ( � ∈� ).
Evidentemente ciò costituisce una approssimazione, la quale sola è sufficiente a togliere

rigore matematico alle argomentazioni che seguiranno, soprattutto in considerazione del fatto

che, per motivi pratici, l’ implementazione numerica dell’ algoritmo non può prevedere valori di

ε arbitrariamente piccoli. Si è tuttavia sperimentato numericamente che la scelta ε =10-5 (e

quindi ε2 =10-10) fornisce buoni risultati, per di più non significativamente variabili con modeste

variazioni di ε.

� �"!#�"$&%&')(+*-,/.+02123546,/')(#,+*87#9:9/3<;=02>2(#,/>23?.#,+@+02(+3A9:,B42453546,/')(+0

La più grande difficoltà incontrata nella risoluzione del problema consiste nell’ imposizione

del vincolo di normalità delle deformazioni plastiche (ovvero del vincolo di incompressibilità

plastica, essendo queste ultime puramente deviatoriche secondo il criterio di von Mises). I

tentativi che ho effettuato per imporre tale vincolo con la consueta tecnica dei moltiplicatori di

Lagrange (utilizzata senza problemi per imporre gli altri vincoli) hanno prodotto sistemi

risolventi lineari ma caratterizzati da matrici dei coefficienti singolari oppure sistemi risolventi

non lineari notevolmente complessi, ciò che ne ha rispettivamente impedito o sconsigliato (date

le dimensioni) la risoluzione.

Pertanto ci si è dovuti accontentare di seguire la strada tracciata da CD�	EGF=HJILK	�	�  [48], MON-I-P=Q
[88] e MON-I-P=QRF=HSILK	�	�  [89]ed imporre il vincolo di normalità con la tecnica di penalizzazione, ciò

che però costituisce indubbiamente anche il punto debole dell’ algoritmo nei riguardi
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dell’ affidabilità delle soluzioni che esso fornisce. Per comprendere il motivo dell’ ultima

affermazione è utile una breve digressione sulla tecnica di penalizzazione, tratta da � � I������ F
� �����
	�� ����  [32], al quale si rimanda per dettegli e ulteriori sviluppi.

Si consideri il problema della minimizzazione di una funzione, sotto soli vincoli di

eguaglianza:

min ( ) | ( ) ,...,� � �� � � �� = =0 1= B (5.85)

Ogni vincolo di eguaglianza può essere tradotto in una coppia di vincoli di diseguaglianza (v.

App. A) e pertanto il problema (5.85) può equivalentemente scriversi come di seguito

min ( ) | ( ) ,...,� � �� � � �� ≥ =0 1; @ (5.86)

essendo � = 2 P  e

� �  !
�  !

" #
#

( ) :
( ) ( )

( ) ( )
$ $

$=
+ = −
− =

%
&
'K

se 

se 

2 1

2
(5.87)

Si immagini ora di “ rilassare”  i vincoli del problema (5.86), ovvero di permettere che essi

siano violati in una qualche misura. In altri termini si considera una regione ammissibile più

ampia, sostituendo lo zero che compare nei vincoli del (5.86) con il termine negativo -1/α (α

>0), ottenendo il problema

min ( ) | ( ) ,...,% & &' ( ) *+ ≥ − =%
&
'

(
)
*

1
1

α
(5.88)

Qualitativamente, per α→∞ la regione ammissibile del problema (5.88) tende a quella del

(5.86) ed i due problemi tendono ad essere il medesimo. Ne consegue che α è una misura della

“ forza”  con cui sono imposti i vincoli, la quale è tanto maggiore quanto più è elevato il valore

di α. Per α→∞ i vincoli possono considerarsi imposti in modo “ perfetto”  anziché “ rilassato” . Il

problema (5.88) può essere anche considerato una versione perturbata del (5.86), essendo la

perturbazione costituita dal termine -1/α.

Come è noto dalla teoria di Kuhn-Tucker (v. App. A), ad ogni vincolo del tipo Q-,≥0 si può

associare un moltiplicatore di Kuhn-Tucker λ ,≥0 tale per cui λ , Q-,=0 (relazioni di
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complementarità§), ciò che significa che se Q-,>0 allora necessariamente λ ,=0 e viceversa se

λ ,>0 allora necessariamente Q-,=0. E’  importante notare che se uno tra λ ,  o Q-,  è nullo, allora

l’ altro può essere arbitrario, purché soddisfi il vincolo di segno che gli compete. Nel caso del

problema perturbato (5.88) le relazioni di complementarità possono allora essere formulate in

forma “ perturbata”  come di seguito

λ
α
� ��1

0= − min , ( )�; @ (5.89)

Se infatti Q-, ( � )≥0 allora λ ,=0 e quindi λ , Q-,=0, mentre se Q-, ( � )<0 allora λ ,=-α Q-, ( � )>0 e,

considerati vincoli sulle Q-,  nella (5.88), si ha inoltre lim
α

λ
→∞

=���� 0 anche in questo caso. La

forma perturbata delle relazioni di complementarità assume pertanto la stessa “ forza”  delle

condizioni effettive (le quali valgono per il problema (5.86)) solo al limite, ovvero quando la

perturbazione tende a scomparire.

Dalle condizioni KKT di ammissibilità duale si deduce poi

0 0
1 1

= ∇ = ∇ − ∇ = ∇ + ∇
= =
∑ ∑� � 	 � 	 	


�


 


�


( ) ( ) ( ) min , ( ) ( )� � � � �λ α ; @ (5.90)

da cui si ricava che una condizione necessaria di ottimalità del problema (5.88) è la

stazionarietà della funzione

 � ����
�

= +
=
∑( ) min , ( )� �α 1

2
0

2

1

; @2 7 (5.91)

detta ���������������! #"!$�%�%'&���() *���!$�( , la cui affinità con la funzione lagrangiana è evidente. Più in

generale, la (5.91) è un caso particolare di un a classe di funzioni, dette +-,���+.�/�!$��102$��3(��
4 �3()� 4 �657�����!$�(8&���() *���!$�(�% , le quali si scrivono genericamente

9 : ; <
( , ) ( ) ( ) ( )= = =α α= + (5.92)

essendo {α> }→+∞ una successione monotona crescente di valori positivi; 0 (α) una funzione

scalare omogenea (0 (0)=0) e monotona crescente (α1 < α2 ⇒ 0 (α1) < 0 (α2)) della variabile α

tale per cui 0 (αk)→+∞ per ? →+∞; @ ( � ) una funzione continua che sia nulla ( @ ( � )=0) se

A , ( � )≥0 ∀� =1,..., 4 , ovvero strettamente positiva ( @ ( � )>0) in caso contrario, ossia se è violato

                                               
§ In App. A si considerano vincoli del tipo B�C ( D ) ≤ 0; è facile vedere che tutto quanto continua a valere, con le
ovvie modifiche di segno, anche nel caso ora in esame in cui B�C ( D ) ≥0.
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qualche vincolo. α è detto parametro di penalizzazione, mentre 0 (α) @ ( � ) è detto termine di

penalizzazione.

Evidentemente, la (5.92) si riduce alla (5.91) per 0 (α)=α e

� ����
�

( ) min , ( )� �=
=
∑1

2
0

2

1

; @2 7 (5.93)

E’  infatti immediato riconoscere che la (5.93) soddisfa le condizioni richieste; inoltre, essendo,

come è facile verificare,

min ,0
2

ϕ
ϕ ϕ

; @ =
−

(5.94)

nel caso in cui tutti i vincoli siano di eguaglianza, tenendo conto delle (5.87), si ha
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(5.95)

da cui segue che la (5.91) può anche scriversi, nel caso di soli vincoli di uguaglianza, nella

forma

� � ����
�

= +
=

∑( ) ( )� �α 1

2
2

1

(5.96)

La tecnica di penalizzazione per l’ imposizione dei vincoli consiste nel fissare un valore α�
del parametro di penalizzazione e nel ricercare (con una delle numerose tecniche disponibili) un

minimo ��� = ��� (α� ) non vincolato della funzione � ( � ,α� ); generalmente si procede iterativamente,

facendo crescere progressivamente il valore del parametro di penalizzazione e sfruttando

l’ informazione ottenuta al passo precedente per ottenere il minimo non vincolato al passo
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corrente. Nelle ipotesi fatte, per ? →+∞ si ha α�  →+∞ e quindi 0 (αk)→+∞, cioè il termine di

penalizzazione 0 (α) @ ( � ) diviene sempre più grande se @ ( � )≠0, ossia se è violato qualche

vincolo. E’  pertanto ragionevole supporre che i minimi ���  tenderanno a rispettare i vincoli,

portandosi verso la regione ammissibile, specialmente se la funzione @ ( � ) è tale da penalizzare

maggiormente i punti più “ lontani”  (secondo un opportuno criterio) ovvero quelli

maggiormente irrispettosi delle condizioni di vincolo. In sostanza, anziché vietare la non

ammissibilità di un punto candidato ad essere un minimo, la si penalizza progressivamente,

auspicando che la successione dei minimi { ��� } converga ad un punto ammissibile.

Dal momento che il “ movimento”  degli ���  avviene dall’ esterno della regione ammissibile

verso di essa, si parla di algoritmi di punto esterno. Si noti che quello in esame (algoritmo α) è

un caso di programmazione convessa e che, pertanto, un minimo locale è anche un minimo

globale, ovvero i ragionamenti di cui sopra valgono con riferimento all’ intera regione

ammissibile, senza la necessità di introdurre intorni, di dimensioni opportunamente piccole, dei

minimi locali della funzione obiettivo.

Quanto sopra osservato costituisce la base intuitiva della tecnica e può essere tradotto

formalmente in un teorema che assicura, sotto opportune ipotesi, l’ esistenza dei minimi non

vincolati ���  delle funzioni � ( � ,α� ), la loro convergenza per ? →+∞ e quella della successione dei

valori {� ( ��� ,α� )} al minimo globale �  (caso di programmazione convessa) del problema. Lo

stesso teorema garantisce che per ? →+∞ si ha 0 (α� ) @ ( ��� )→0 e quindi & ( ��� )→ � . Prescindendo

dai dettagli del teorema, va comunque notato che nel caso dell’ algoritmo α si è fissato un

unico valore del parametro di penalizzazione, ritenuto sufficientemente elevato per poter

ritenere adeguatamente considerato il vincolo di normalità, ottenendo risultati discreti, come

mostrato nel Cap. 6. Il motivo i questa scelta va ritrovato nel fatto che valori troppo elevati di

α danno luogo a problemi di natura numerica che fanno scadere la qualità della soluzione che si

ottiene.

Ben si comprende allora che i vantaggi offerti dalla tecnica di penalizzazione, la quale ha

comunque permesso di risolvere il problema in modo accettabile, ovvero la possibilità di

imporre il vincolo di normalità senza la necessità di introdurre incognite (cioè senza introdurre

ulteriori moltiplicatori lagrangiani) sono tuttavia accompagnati dalla difficoltà di gestire il

parametro di penalizzazione, per il quale si deve inevitabilmente operare un compromesso tra
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la necessità di non imporre i vincoli in modo troppo “ debole”  e quindi di non usare valori

troppo bassi di α, e quella opposta di evitare problemi numerici e quindi di non usare valori

troppo elevati di α, come osservato nel Cap. 6.

�������������
	����������������
	���������������
	������ ����	�������� ���"!��#�����
� �$&%'��("(

Di seguito si affronta il problema della convergenza dell’ algoritmo, generalizzando

all’ analisi di adattamento quanto osservato da )+*�,�-&.0/ 1325476�8�,�-&.  [90] circa l’ analisi limite.

Come già osservato, non si fornisce una rigorosa dimostrazione matematica, ma solamente una

giustificazione qualitativa che trova riscontro nei risultati ottenuti utilizzando l’ algoritmo. In

particolare si sono trascurate le problematiche relative alla regolarizzazione (§5.3.1) ed alla

imposizione del vincolo di normalità tramite la tecnica di penalizzazione (§5.3.2), auspicando

che le scelte dei parametri ε ed α siano tali da poter ritenere ciò accettabile dal punto di vista

ingegneristico. In sostanza, in quanto segue si assume che ε sia sufficientemente piccolo da

poter considerare il problema regolarizzato equivalente a quello effettivo e che α sia

sufficientemente grande da poter considerare il vincolo di normalità imposto in modo

“ perfetto” , cioè con la stessa “ forza”  dei vincoli imposti con la tecnica dei moltiplicatori di

Lagrange.

Detto 9  il fattore di sicurezza reale (del sistema discretizzato per elementi finiti), il valore 9�:
del moltiplicatore dei carichi ottenuto alla - -esima iterazione è una approssimazione per

eccesso di 9 , dal momento che 9�:  è il valore della funzione obiettivo calcolato in

corrispondenza di una soluzione ammissibile (;<4=,�9?>�@BAC4 ), in quanto rispettosa dei vincoli:

DED FG
≤ ∀ (5.97)

Siano ∆ HI J e Kε LCMNPO (∀Q =1,..., R , ∀> ∈S ) la soluzione ottima del problema di programmazione

matematica che si presenta alla - -esima iterazione, il quale, nelle ipotesi semplificative fatte

sulla regolarizzazione e sull’ imposizione del vincolo di normalità, si scrive:

                                               
** Si ringrazia molto il Dott. Giuseppe Cocchetti per gli indispensabili suggerimenti.
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(5.98)

In quanto soluzione della ( - -1)-esima iterazione, ∆
� ! −1 e "ε #�$%'& −1

(∀Q =1,..., R , ∀> ∈S )
soddisfano i vincoli:

ρ ()(+* (,�- * (.�/(10*
2

* (.�/*
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( /

- * (. /
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(5.99)

Poiché tali vincoli non mutano quando si passa alla - -esima iterazione, ne consegue che

∆
� ! −1 e "ε #�$%'& −1

sono ammissibili (;<4=,�9?>�@BAC4 ) per il problema (5.98). Quindi, poiché ∆
@A B

e

C
ε DFEG'H sono la soluzione ottimale di tale problema, che è di minimizzazione, il valore della

funzione obiettivo calcolata in corrispondenza di essi non è maggiore di quello che si ottiene in

corrispondenza di ∆
� ! −1 e "ε #�$%'& −1

. Se ne deduce la seguente catena di diseguaglianze:

ρ σ

ρ σ

ρ σ

I�I I J I
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ε ε

ε ε

ε ε

W
W

W
W

W

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

− −
∈=

− −

− −
∈=

− −

∈=
−

∑∑

∑∑

∑∑

≤

≤ =

= =

=

(5.100)

Per definizione di XZY , si ha poi:
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Si considerino gli scalari

� � � � ���� � ����� ������ ������

���� �� ���� �
: ,...,

( ) ( )
= ∀ = ∀ ∈

− −
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ε ε
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" (5.102a)

# $ % & ')(* + ,�,�, *�,-/.�0 *�,-/.: ,...,
( ) ( )= ∀ = ∀ ∈− −ρ σ 0

4
1 142

3
1

1 1
ε ε

2
(5.102b)

e li si raccolga nei vettori
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(5.103)

essendo =?>  il numero di punti di Gauss. Si raccolgano infine i precedenti vettori nei seguenti

@
@

@
A

A

A: :=
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(5.104)

I vettori (5.104) hanno lo stesso numero ( D�=?> ) di elementi e pertanto appartengono al

medesimo spazio E FHGJI . Detto ϑ l’ angolo tra K  e L , indicando con M N⋅ il prodotto scalare in

E FHGJI  e con ⋅  la norma euclidea di E FHGJI , risulta ovviamente:

OQP O PR�S?R�SS
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VXW VYW VYWcosϑ (5.105)

ovvero, passando ai quadrati,
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(5.106)

Ricordando le (5.101),(5.102), la (5.106) fornisce immediatamente
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Per la (5.100) la (5.107) diviene

� � � �� � � �2 1 1 12≤ =− − − (5.108)

Dal momento che � ��
≥ ∀0 , dalla precedente segue immediatamente

� �� �
≤ −1 (5.109)

ovvero la successione { � � } è monotona non crescente. D’ altra parte, per la (5.97) tale

successione è inferiormente limitata; ne consegue che deve convergere ad un limite finito ~	 :

∃ =
→∞

~ | lim ~
 
 
�
�

(5.110)

Un fatto di notevole interesse, riscontrato empiricamente nell’ esecuzione dell’ algoritmo per

la risoluzione degli esempi di calcolo di cui al Cap. 6, è la convergenza della successione {λ
�
}

dei moltiplicatori di Lagrange al medesimo limite ~	 . La cosa non pare essere casuale, ed infatti

è passibile di una giustificazione, sebbene non rigorosamente provata. Con riferimento a

quanto visto nel §5.1, si consideri infatti il problema (5.98) e, in particolare, la condizione

necessaria di ottimalità che si ottiene ponendo pari a 
�
 la derivata della funzione lagrangiana

rispetto a ε �����  e valutata in corrispondenza della soluzione ottima �ε ����� :
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Trasponendo e postmoltiplicando per �ε ����� , si ricava:
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sommando le relazioni (5.112) per tutti i valori di 2  e per tutti i punti di Gauss, si ha:
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(5.113)

Dovendo la soluzione ottima della B -esima iterazione rispettare i vincoli, ovvero ricordando le

condizioni necessarie di ottimalità (KKT), risulta:

ρ C�CED�CF D�CG�HC9ID
J K

σ εL
∈=
∑∑ =

1

1 (5.114)
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Supponendo che il vincolo di normalità (incompressibilità) sia stato imposto in modo

“ perfetto”  mediante la tecnica di penalizzazione, ciò che a rigore avviene solo per α →+∞, e

che quindi sia nullo l’ ultimo addendo della (5.113), dalle (5.113)-(5.115) si ha:

λ ρ σ
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Si noti che, per la (5.116), la (5.100) e la (5.107) possono anche scriversi, rispettivamente,

λ $ $%≤ −1 (5.117)

e

& &' '('2 1≤ −λ (5.118)

Dividendo membro a membro per )+*-, .  la (5.118) e tenendo conto della (5.117), si ha

/
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da cui, poiché

lim ~ lim ~1
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→∞ →∞ −= =
2

1
(5.120)

segue che anche la successione {λ * } è convergente a ~3 :

lim ~4
4 5

→∞
=λ (5.121)

Ciò stante, è possibile considerare la convergenza del vettore degli spostamenti nodali,

anch’ essa osservata empiricamente negli esempi del Cap. 6. Nell’ ipotesi di poter trascurare il

vincolo di normalizzazione (incompressibilità), trasponendo e postmoltiplicando per 6ε 798:; −1
la

(5.111), si ricava:
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sommando le relazioni (5.122) per tutti i valori di J  e per tutti i punti di Gauss, si ha:
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Dovendo la soluzione ottima della ( � -1)-esima iterazione rispettare i vincoli, ovvero ricordando

le condizioni necessarie di ottimalità (KKT), risulta:

ρ �������� ����������
� �

σ ε ( )−

∈=
∑∑ =1

1

1 (5.124)
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e quindi si ha:

λ ρ σ
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Ciò stante, per la simmetria della matrice >  (che è diagonale) e per le (5.110) e (5.121), si ha:
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Dalla (5.127) consegue che, per � → ∞, ciascun termine costituente la sommatoria tende a

zero, essendo tali termini necessariamente non negativi in quanto composti da un radicale e da

una forma quadratica definita positiva (poiché >  è una matrice definita positiva), ovvero:

ρ σK�K K
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L KM�N O L KM�N NP Q R SUT2

3
0 10

1 1

1 1
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ovvero

X X X X
ε ε ε εY�Z[C\ Y�Z[�\ ] Y/Z[C\ Y�Z[�\ \ ^ _ `ba

− −  → ∀ = ∀ ∈− −

→∞

( ) ( )
,...,

1 1
0 14 9 4 9

c
(5.129)

Essendo >  una matrice definita positiva, dalla precedente segue



CAPITOLO  5

5.38

� �
ε ε������ ������ � 	 
 ��

−  → ∀ = ∀ ∈−

→∞

( )
,...,

1
0 1 (5.130)

ovvero anche le �����  successioni dei vettori delle deformazioni plastiche nei punti di Gauss

corrispondenti ai vertici del dominio di carico convergono ciascuna ad un vettore limite:

∃ = ∀ = ∀ ∈
→∞

~ | lim ~ ,...,ε ε ε���� � ���� � ���� � � ���
1 (5.131)

Pertanto anche le �  successioni dei vettori delle deformazioni plastiche in tutto l’ aggregato di

elementi finiti corrispondenti ai vertici del dominio di carico convergono ciascuna ad un vettore

limite:

∃ = ∀ =
→∞

~ | lim ~ ,...,ε ε ε� � � � �
�

� � �  !
1 (5.132)

Sommando sui vertici del dominio di carico, si ricava immediatamente che anche le

deformazioni cumulate convergono ad un valore limite:
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Infine, poiché gli spostamenti nodali cumulati sono legati alle deformazioni cumulate da

relazioni algebriche e lineari, ne risulta la convergenza dei primi ad un valore limite:

∃ =
→∞

∆ ∆ ∆~
| lim

~ ~' ' '
(

(
(5.134)

risultando ovviamente

∆ ∆~ ~ε ) = *,+ (5.135)

Si noti infine che per la (5.131) si ha che, al crescere del numero di iterazioni - , si

affievolisce la differenza tra . .ε ε/�013254 /�0132( ) ( )− −1 16
e 7 7ε ε8�9:�;=< 8�9:�;>

e
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ciò che lascia intuitivamente pensare che il problema linearizzato che si deve risolvere a

ciascuna iterazione sia via via più simile al problema non lineare effettivamente da risolvere.

Evidentemente l’ ultima osservazione non è una prova rigorosa della convergenza

dell’ algoritmo al valore corretto, ma permette di considerare abbastanza plausibile o perlomeno

non assurdo che questo sia il caso.
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Si presenta di seguito una applicazione dell’ approccio cinematico all’ analisi di adattamento

per elementi finiti e, in particolare, dell’ algoritmo risolutivo di cui al §5.1. Precisamente, ci si

occupa della determinazione del limite di adattamento di materiali compositi periodici, il cui

impiego nelle applicazioni ingegneristiche è in costante crescita.

La teoria dell’ adattamento sviluppata nel Cap. 3 può essere applicata anche allo studio del

comportamento meccanico di materiali compositi. Perché sia possibile fare riferimento alle

ipotesi della teoria della plasticità, le quali sono alla base della teoria dell’ adattamento, i

materiali devono esibire sufficienti risorse di duttilità, come nel caso dei compositi a matrice

metallica (per informazioni si veda [46]). In questo ambito si farà riferimento esclusivamente a

compositi periodici, ovvero tali da presentare uno schema microstrutturale che si ripete

periodicamente nello spazio. L’ ipotesi non è particolarmente restrittiva, essendo soddisfatta in

modo sufficientemente preciso da una vasta gamma di materiali compositi di largo impiego

ingegneristico, tra cui i materiali fibrorinforzati e i laminati. Nel caso di compositi periodici, i

quali sono per natura materiali eterogenei, la teoria della omogeneizzazione permette di

ricondurre l’ analisi di adattamento al cosiddetto volume rappresentativo (definito nel §5.4.1) il

quale rappresenta l’ unità fondamentale che per ripetizione periodica genera l’ intera

microstruttura del composito.

Come nel caso di generici solidi elastoplastici, anche per i materiali compositi è possibile

formulare metodi cosiddetti diretti all’ analisi di adattamento che permettono di evitare le più

onerose analisi evolutive. In particolare è possibile estendere l’ approccio cinematico e

modificare l’ algoritmo α formulato nel §5.1 in modo che sia possibile tenere conto delle

condizioni di periodicità che caratterizzano i campi degli sforzi e delle deformazioni sul volume

rappresentativo.

                                               
†† Si ringrazia per l’ aiuto il Dott. Valter Carvelli.
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Si espongono di seguito i concetti fondamentali della teoria dell’ omogeneizzazione dei

materiali compositi periodici, la quale permette di studiare il comportamento meccanico di

questi facendo riferimento ad un materiale omogeneo equivalente avente proprietà da

determinarsi sulla base delle caratteristiche del composito in esame. Poiché i fini che ci si

ripropone sono quelli di inquadrare la teoria ed introdurre i concetti e le grandezze che

verranno poi utilizzate nello sviluppo di un metodo diretto per l’ analisi di adattamento di

eterogenei periodici, ci si limiterà ai risultati fondamentali, senza pretesa alcuna di generalità o

completezza, basandosi sul lavori di *,+)-)+).�/  [80] e 021)354�.�67678  [9], cui si rimanda per chiarimenti

ed ulteriori dettagli. Si è inizialmente utilizzata la notazione tensoriale, che risulta più comoda

ed immediata, per poi passare a quella vettoriale, più adatta all’ implementazione dei metodi

diretti sul calcolatore.

I materiali compositi sono costituiti da più materiali, o fasi, (generalmente due o tre)

ciascuno dei quali singolarmente omogeneo ed avente caratteristiche meccaniche proprie. Le

fasi sono arrangiate spazialmente secondo un preciso schema (rispondente alle esigenze

ingegneristiche che il composito deve soddisfare) a formare un materiale che risulta

evidentemente eterogeneo. Qualora la disposizione delle fasi segua uno schema che si ripete

periodicamente nello spazio, è possibile concepire idealmente un materiale omogeneo

equivalente al composito eterogeneo periodico, cui ricondursi ai fini della determinazione del

comportamento meccanico di quest’ ultimo sotto assegnate condizioni di carico. Ci si riferisce a

quest’ ultimo con il termine di materiale omogeneizzato. Naturalmente le caratteristiche

meccaniche del materiale omogeneizzato dipendono dalla struttura del composito e, in

particolare, è intuitivo pensare che non si possa prescindere dalle caratteristiche meccaniche

delle fasi, nonché dalla geometria e dalla disposizione spaziale di queste ultime.

Sulla base delle osservazioni precedenti, la teoria della omogeneizzazione di mezzi periodici

permette di determinare le proprietà meccaniche del materiale omogeneizzato. In particolare, in

ambito elastico si richiede la determinazione della matrice di rigidezza dell’ omogeneizzato,

ovvero della sua inversa, cioè della matrice di cedevolezza. Ciò è possibile per mezzo di
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numerose tecniche di complessità e raffinatezza crescenti, tra cui si ricordano i semplici metodi

di Voight e di Reuss, i classici metodi di Hill e quello di Mori-Tanaka e quelli che fanno ricorso

al metodo degli elementi finiti.

Nella teoria della omogeneizzazione si fa solitamente riferimento al cosiddetto volume

rappresentativo (VR), ovvero alla più piccola unità base che contiene tutte le informazioni

riguardanti la disposizione spaziale delle fasi nella microstruttura del composito e che, se

periodicamente ripetuta, permette di ricostruire quest’ ultimo (v. Fig. 5.3c). La scelta del

volume rappresentativo non è in generale univoca, anche se alcune possono risultare più o

meno comode ai fini delle successive analisi da sviluppare.

                                                                      (b)

           (a)

           (d)                                                    (c)

Fig. 5.3  Teoria dell’ omogeneizzazione con riferimento ad un materiale composito periodico fibrorinforzato: (a)
corpo eterogeneo di materiale composito, (b) passaggio dalla macroscala alla microscala, (c) esempio 

di un possibile volume rappresentativo, (d) corpo di materiale omogeneizzato.

I materiali compositi di interesse ingegneristico sono solitamente dotati di un grado molto

elevato di eterogeneità, nel senso che le fasi si alternano tra di loro nello spazio con elevata

frequenza, come ad esempio nel caso dei materiali fibrorinforzati, i quali contengono un

numero molto elevato di fibre di dimensioni trasversali piccole rispetto a quelle dell’ intero

�
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corpo di materiale composito. Ne consegue che anche le dimensioni del volume

rappresentativo sono solitamente molto piccole rispetto a quelle dell’ intero corpo di materiale

composito ed è pertanto spontaneo definire due differenti “ scale”  nella descrizione di un

composito, a seconda del punto di vista da cui lo si considera: una scala macroscopica, che è la

scala del corpo di materiale composito nella sua interezza e rispetto alla quale le dimensioni

delle eterogeneità e del volume rappresentativo sono molto piccole (v. Fig. 5.3a,d), ed una

scala microscopica, che è la scala delle eterogeneità e del volume rappresentativo e rispetto alla

quale le dimensioni del corpo di materiale composito nella sua interezza sono molto grandi (v.

Fig. 5.3b,c).

Conseguentemente, anche le grandezze utilizzate nella descrizione analitica di un composito

si distingueranno in due classi a seconda della scala adottata. Precisamente, si definiscono le

cosiddette variabili macroscopiche, le quali descrivono lo stato del materiale omogeneizzato, e

le cosiddette variabili microscopiche, le quali descrivono invece lo stato del materiale

eterogeneo al livello del volume rappresentativo. In particolare, si hanno da una parte sforzi e

deformazioni macroscopiche, indicati con Σ � �  ed 
� � �  rispettivamente, i quali possono essere

determinati con i consueti metodi della Scienza delle Costruzioni applicati al materiale

omogeneizzato (le cui proprietà meccaniche sono state determinate mediante le tecniche di

omogeneizzazione), e dall’ altra sforzi e deformazioni microscopiche, indicati con σ � �  ed ε � �
rispettivamente.

Per quanto prima osservato, le variabili macroscopiche vanno considerate costanti sul

volume rappresentativo, mentre quelle microscopiche saranno funzione delle variabili spaziali

che descrivono il VR. Detto O� 1
�

2
�

3 un sistema di riferimento cartesiano che descrive il VR, si

avrà pertanto

σ σ0 � 0 �������= 1 2 3, ,1 6 (5.137)

ε ε� 	 � 	�
�
�
= 1 2 3, ,1 6 (5.138)

mentre le controparti macroscopiche risulteranno essere le medie sul VR delle precedenti

Σ
Ω

Ω
Ω

� � �� � ���
� �= I1 σ (5.139)
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� �� � ��� � �
� �

= I1

Ω
Ω

Ω

ε (5.140)

avendo indicato con Ω 	�
  la misura del volume del VR.

Le (5.139),(5.140) permettono di ricavare le grandezze macroscopiche da quelle

microscopiche, mediante una procedura che è detta omogeneizzazione. La procedura inversa è

detta localizzazione e permette di ricavare le grandezze microscopiche da quelle

macroscopiche (v. Fig. 5.4).

Fig. 5.4  Schematizzazione delle procedure di omogeneizzazione e localizzazione

Un problema di localizzazione consiste nella risoluzione del sistema di equazioni

comprendente la legge costitutiva microscopica che lega gli sforzi alle deformazioni

microscopiche, l’ equazione di equilibrio sugli sforzi microscopici, una equazione che lega una

delle grandezze microscopiche alla controparte macroscopica ed infine le condizioni di

periodicità di cui si dirà tra breve:

legge costitutiva microscopica

equilibrio:    

  oppure  

condizioni di periodicità
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(5.141)

Le condizioni di periodicità che compaiono nel sistema (5.141) sono indispensabili perché

questo sia ben posto e devono riprodurre il più verosimilmente possibile lo stato effettivo del

VR all’ interno del mezzo composito. La scelta delle condizioni di periodicità non è univoca, in

quanto risulta dipendente dalle dimensioni del VR. Precisamente, qualora questo sia grande

rispetto alle dimensioni delle eterogeneità, si suole fare ricorso ad una condizione sulle sole

Variabili
macroscopiche

Σ � � � ��

Variabili
microscopiche

σ ε� � � �

����� �!�#"%$#$��&$'"(�*),+
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grandezze microscopiche e macroscopiche di natura statica‡‡ oppure ad una condizione sulle

sole grandezze microscopiche e macroscopiche di natura cinematica§§ (
7����������

 [80]). La scelta

di queste condizioni di periodicità non verrà considerata in questo contesto, perché non si

adatta al concetto di VR quale più piccola unità base contenente tutte le informazioni sulla

microstruttura del composito.

In quanto segue si assumerà invece che il VR in esame sia collocato ad una distanza

sufficientemente grande dai bordi del corpo di materiale composito, tale da poter considerare

trascurabili gli effetti perturbativi di questi. Sotto tale ipotesi gli sforzi e le deformazioni

microscopiche risentono della periodicità della geometria del composito e soddisfano pertanto

delle condizioni di periodicità di altro tipo rispetto a quelle precedentemente menzionate e che,

in quanto garantiscono la continuità tra VR contigui dei campi di spostamento e sforzo, hanno

un più preciso significato fisico. Precisamente gli sforzi microscopici risultano essere opposti

su porzioni opposte di Γ 	�
  del VR:

σ � �	� 
�� antiperiodico su Γ (5.142)

essendo ���  il vettore normale a Γ 	�
  e diretto esternamente a Ω 	�
 .
Le deformazioni sono esprimibili come la somma di un termine costante sul VR e di uno a

media nulla sul VR. Per quanto prima osservato, il primo dei due termini coincide con 
+��� ;

detto invece ~ε � �  il secondo, risulta:

ε ε� ��� � � � ��� � � �� � � �( ) ~ ( )= + ∀ ∈Ω (5.143)

essendo

1
0

Ω
Ω

Ω
��� �  

!
" #
~εI = (5.144)

Le (5.143)-(5.144) possono essere tradotte in termini di spostamenti, introducendo le

variabili microscopiche 
�$�

, legate alle deformazioni microscopiche dalla consuete equazioni di

congruenza

ε % & %'& &(% % )�*+ + ,= + ∀ ∈1

2 , ,3 8 Ω (5.145)

                                               
‡ ‡  Uniformità degli sforzi sulla frontiera del VR : σ - .0/1.  = Σ - .0/1.
§§ Uniformità delle deformazioni sulla frontiera del VR : 23- =45- . 67.
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Gli spostamenti possono a loro volte essere suddivisi in due termini, analogamente alle

deformazioni microscopiche. Supponendo che il primo dei due termini sia congruente con 
+��� ,

esso si scrive ovviamente 
+����� �  dal momento che risulta

1

2

1

2

��� ��� � � �� ��� � � ��� � � � � � � �3 8 3 84 9 3 8
, ,

+ = + = (5.146)

indicato con ~	�
 l’ altro termine, esso risulta congruente con ~ε � � per la linearità delle equazioni di

congruenza, dovendo essere soddisfatta la (5.144):

~ ~ ~
, ,ε % & %'& &(% % )�*+ + ,= + ∀ ∈1

2
3 8 Ω (5.147)

Da quanto detto risulta quindi che gli spostamenti sono un campo variabile linearmente nello

spazio:
� �� �� � ��� �= + ~ (5.148)

Ciò stante, le condizioni di periodicità cui si accennava sopra si traducono nella periodicità

di ~	�
  sul VR e nell’ antiperiodicità degli sforzi sul contorno del VR (eqn. 5.142):

σ � ��� ���� antiperiodico su Γ (5.149a)

~� � � �� � � � � ���= − periodico su Ω (5.149b)

Le variabili microscopiche e macroscopiche sono legate da una equazione che generalizza al

presente contesto il principio dei lavori virtuali, la quale è nota con il nome di �����������! !��"$#%�'&� 
( ��)�*,+�-.+ ( +�����"��� 0/.12&� 435 0�0�  (687!9!9�: ;=<?>A@CBED�FHGADI<JD%K � � � 7 � L �3��� >A9!7 � L ) e che si enuncia come di

seguito:

M � BND%K �A7JOA7P; � BE7RQ �TS 7!D � � OA7J; UIDIB S 7J<J7!@CBEDI;E@�DWVX7!@�7 σ Y Z  BE7P;[V ��� � DI;\>]O � 9!9 � @�D ��OA7 S 7!D �A7^OA7_V � BE7!DIOA7!@�7 ��`

(5.149a)
� V � BXD%K �A7$OA7P; � BE7RQ �TS 7!D � � OA7$O � UIDIB\<?> S 7!D �A7 ε Y Za@�D �bKaB ��� � � � @�D �87 �A@CB � < � � � 7$OA7$;[VXDI; � >�< � � � 7

� Y5BE7P;[V ��� � DI;E7cO � 9!9 � @�D ��OA7 S 7!D �A7cOA7dV � BE7!DIOA7!@�7 ��` (5.149b), 9P>�< � OA7P>�; � ��� >A9 � � �����fe D�9 � < �

B\>.V�VgB � ; � � � > � 7 e DdO � 9h9P> e DIBEDdOA7 σ Y ZCV � B ε Y ZhijVg>�BE7k>A9h9P> e DIBEDdO � 9!9 � @�D � � BEDWVg>�B � 7k<?>A@CBEDI;E@�DWVX7!@CG � Σ Y Z  �

Ε Y ZPl$D e�e3� BEDam
1

Ω
Ω Σ

Ω
n�o p qcp q p qrp q

s t
u vσ εI = (5.150)
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Sostituendo la (5.143) nel termine al primo membro della (5.150) si ottiene:

1 1 1 1

Ω
Ω

Ω
Ω

Ω
Ω

Ω
Ω

Ω Ω Ω Ω
���

� �c� �
� �
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� �

� �r� �
� �

� �c� ��  �  � �
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σ ε σ ε σ σ εI I I I= + = +~ ~3 8 (5.151)

Tenendo conto della costanza di Ε Y Z  sul VR e della definizione (5.142) di Σ Y Z  il primo dei due

integrali all’ ultimo membro della precedente diviene

1 1

Ω
Ω

Ω
Ω Σ

Ω Ω
��� � ��� � ��� � � � � � ��� �

 "! !#  
$ % $ %
σ σI I= = (5.152)

Il secondo integrale all’ ultimo membro della (5.151) è invece nullo: infatti, sostituendovi la

(5.147) e tenendo conto della simmetria del tensore σ Y Z , si ha

1 1 1

2

1

Ω
Ω

Ω
Ω

Ω
Ω

Ω Ω Ω
&�' ( )*( ) & ' ( ) (+) ),( &�' ( )-(
)

. / / . /0.
1 2 1 2 1 2
σ ε σ σ~ ~ ~ ~

, , ,I I I= + =3 8 (5.153)

Del resto, per il teorema della derivazione del prodotto di due funzioni e tenendo conto che per

le (5.141) σ Y Z ha divergenza nulla, si ha

( ~ ) ~ ~ ~
, , , ,σ σ σ σ3 4-354 3 4�4-3 3 463+4 3 463+47 7 7 7= + = (5.154)

e quindi, sostituendo la (5.154) nella (5.153) ed applicando il teorema della divergenza***, si

ottiene

1 1 1 1
0

Ω
Ω

Ω
Ω

Ω
Γ

Ω
Γ

Ω Ω Γ Γ
8�9 : ;*: ; 8 9 : ;6:5; 8�9 : ;<;=: 8�9 : ;-:>;

? @ ? @=AB? A>@6?
C D C D C D C D
σ ε σ σ σ~ ( ~ ) ( ~ ) ( )~

,I I I I= = = = (5.155)

L’ ultima eguaglianza delle (5.155) discende dal fatto che σ Y Z�EEZ , in quanto antiperiodico, assume

valori opposti su porzione opposte di Γ F�G . Sostituendo le (5.152),(5.155) nella (5.151) si

ottiene immediatamente la (5.150). [Q.E.D.]

                                               
*** Dato un vettore H  di classe C1 in un dominio Ω di I 3, l’ integrale su Ω della divergenza di H  è pari al flusso
di H  uscente dalla frontiera Γ di Ω, ovvero:

∇ ⋅ = ⋅ ∀ ∈ ⊂ = ∂ΩI IJ J"K J LM M N
Ω Γ Ω Ω Γ

Ω Γ

1 3( ), ,

che in notazione tensoriale si esprime
OQP OSRTP O UV�V V<V V

, ( ), ,Ω Γ Ω Ω Γ
Ω Γ
I I= ∀ ∈ ⊂ = ∂Ω1 3W
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L’ analogia con il PLV della (5.150) è evidente qualora si consideri la distribuzione di sforzi

σ Y Z  come la “ risposta”  a livello della microscala ai “ carichi”  Σ Y Z  applicati sul sistema costituito

dal VR, mentre gli sforzi macroscopici Σ Y Z  sono a loro volta la risposta al livello della

macroscala ai carichi effettivamente applicati sul sistema costituito dal corpo di materiale

omogeneizzato.

�����������
	������������������������������	���� ����	�����	����"!#����	�������$���%&���������&����'

I concetti della teoria dell’ adattamento esposti nei Cap. 3 e 4 sono estendibili allo studio del

comportamento meccanico di materiali compositi, qualora le fasi costituenti il solido

eterogeneo siano costituite di materiale elastoplastico, come nel caso di compositi a matrice

metallica del tipo descritto nel Cap. 1. Per semplicità si supporrà che le leggi di scorrimento

siano associate, ciò che è in accordo con il comportamento sperimentale dei materiali metallici,

e che alla fase elastica ne faccia seguito una perfettamente plastica, secondo la classica

idealizzazione del legame costitutivo dei materiali metallici comunemente utilizzata nella

pratica ingegneristica.

Il limite di adattamento di un composito è ricavato facendo riferimento ad un materiale

omogeneo equivalente, il quale possiederà un dominio di snervamento da determinarsi e

facente riferimento alle variabili macroscopiche. Ragioni di spazio impediscono di entrare nei

dettagli; tuttavia (*)�E,+.-0/1-123-�405768-  [71] hanno dimostrato che tale approccio, detto

ingegneristico, è conservativo in un vasto campo di applicazioni. Il dominio di snervamento

macroscopico del materiale omogeneo equivalente è determinato mediante un’ analisi condotta

sul VR, considerando gli sforzi macroscopici Σij quali carichi applicati.

Nel caso in cui si faccia riferimento al criterio di snervamento di Huber-Hencky-von Mises

(HHM), ciò si traduce nel seguente problema variazionale:
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(5.156)

Rispetto all’ analogo problema (5.1) dedotto dal teorema cinematico per materiali omogenei,

le condizioni al contorno cinematiche sono quelle di periodicità (5.149) e le deformazioni

microscopiche ε � � sono state scritte, secondo le (5.139) mettendo in evidenza i due

contributi~ε � � � � e � , in modo tale che sia poi agevole l’ imposizione delle suddette condizioni di

periodicità. Al solito l’ indice 5  percorre gli �  vertici del dominio di carico, supposto

iperpoliedrico. Gli sforzi microscopici indefinitamente elasticiσ �� sono da considerarsi noti

grazie al ricorso ad una tecnica di omogeneizzazione (ad esempio per elementi finiti),

ovviamente in campo elastico. Per gli altri simboli che compaiono nelle (5.156) si rimanda al

§5.1.

Discretizzando il problema mediante l’ approccio classico al metodo degli elementi finiti,

indicato con �  l’ insieme dei punti di Gauss, il problema (5.156) diviene un problema di

programmazione matematica (non lineare):
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(5.157)

Si noti che il campo � � � non necessita di essere discretizzato, in quanto costante sul VR, ed è

pertanto il medesimo (per un dato valore di � ) su tutti i punti di Gauss. La matrice �  ed il

vettore �  che compaiono nelle (5.157) sono i medesimi definiti nel §5.1 Le condizioni di

periodicità, che verranno esplicitate in seguito, si riflettono nel vettore degli spostamenti nodali

∆~ *�  e nelle matrici di congruenza  "!* , dove l’ asterisco indica appunto l’ influenza delle

condizioni di periodicità.

Nonostante la presenza di soli vincoli di uguaglianza, il problema (5.157) si presenta di

difficile soluzione, a causa della non linearità della funzione obiettivo e della mancanza di

derivabilità di quest’ ultima in corrispondenza di deformazioni nulle. Ci si imbatte nuovamente

nei problemi già fronteggiati nel caso dell’ approccio cinematico all’ analisi di adattamento di

generici continui elastoplastici (v. §5.1).Per superare le difficoltà di cui sopra si ripropongono i

metodi già applicati negli algoritmi sviluppati nel §5.1, ovvero la tecnica dei moltiplicatori di

Lagrange per ricondursi ad un problema non vincolato, la tecnica di penalizzazione per

l’ imposizione del vincolo di incompressibilità, il ricorso ad una procedura iterativa per la

gestione della non linearità del problema ed infine la regolarizzazione della non differenziabilità.

Di seguito si illustrano le modifiche che occorre apportare all’ algoritmo α, già sviluppato al

Cap. 5, in modo che sia possibile tenere conto delle condizioni di periodicità ed eseguire

l’ analisi di adattamento sul VR.

Eseguendo i prodotti matriciali e tenendo conto della simmetria della matrice � , la funzione

obiettivo del programma (5.157) può scriversi anche nella forma:
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Ragionando in modo del tutto analogo a quanto fatto nel §5.1, si può mostrare che il

vincolo di incompressibilità può scriversi equivalentemente come

ρ 
�
��
� ���� ��
� � �
��
� � �~ ~ ,...,ε ε+ + = ∀ =

∈
∑ � � �2 7 2 7 0 1 (5.159)

essendo H la matrice definita dalle (5.4). Eseguendo i prodotti matriciali e tenendo conto della

simmetria della matrice � , la (5.159) può scriversi anche nella forma:

ρ ��������� ��� � ��� ��� ���� � ����
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" # " # "$#
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∈
∑ 2 0 12 7 (5.160)

Imponendo gli %  vincoli (5.160) mediante la tecnica di penalizzazione, la funzione

lagrangiana del problema (5.157) si scrive
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(5.161)

essendo λ un moltiplicatore di Lagrange, <>=  un vettore di moltiplicatori di sei Lagrange (vi è un

vettore <>=  per ogni punto di Gauss) e α?  ( � =1,..., % ) un parametro di penalizzazione da

considerarsi noto. Poiché non vi sono motivi @BADCFEG�CFE  per privilegiare un vertice del dominio i

carico rispetto agli altri, gli %  parametri di penalizzazione vengono posti eguali ad un unico

parametro α.

Per le condizioni KKT (v. App. A), la soluzione del programma (5.157) è caratterizzata

dalla stazionarietà della lagrangiana (5.161), ovvero:
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Il sistema (5.162) permette, in linea di principio, di risolvere il programma (5.157). Esso

risulta tuttavia non lineare, come del resto è ovvio trattandosi del sistema risolvente di un

problema di programmazione non lineare, ciò che, data la mole ingente dello stesso ne rende

virtualmente impossibile una soluzione diretta. Per superare questa difficoltà si utilizza un

algoritmo iterativo consistente nella risoluzione ad ogni passo di una versione linearizzata delle

(5.162). Precisamente, al passo n-esimo si calcolano i denominatori irrazionali che compaiono

nelle (5.162a,b) con i dati relativi al passo precedente:
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(5.163)

essendo

- .�/021 0	34 1*5 0	34 1 04 1*5 0	34 1 04 1*5 04 1: | ~ ~ ~( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= ∈ + + ≥− − − − − −ε ε ε1 1 1 1 1 1 22
6 7 6 7 6�7 εJ L (5.164)

8 9;: <=9> ? > ? >�@A ?CB >	@A ? > A ?CB >�@A ? > A ?CB >A ?: \ | ~ ~ ~( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= = ∈ + + <− − − − − −ε ε ε1 1 1 1 1 1 22
D E D E D�E εJ L (5.165)

ε << 1 (5.166)
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La (5.164) definisce il sottoinsieme dell’ insieme dei punti di Gauss nel quale le deformazioni

plastiche sono “ sufficientemente grandi”  e viene pertanto detto zona plastica. La (5.165)

definisce invece il sottoinsieme complementare, detto pertanto zona rigida (o, per meglio dire,

zona “ quasi rigida” ). A ciascun vertice del dominio di carico corrispondono una propria zona

plastica ed una rigida. Il parametro (noto) ε rappresenta il valore di soglia che discrimina tra le

due zone, ed è sempre lo stesso per ogni vertice dominio di carico, perché non vi sono motivi �
�����������  per privilegiarne uno sugli altri. Se fosse ε = 0, la zona rigida potrebbe dirsi tale in modo

rigoroso; tuttavia ciò implicherebbe la presenza di denominatori nulli ed impedirebbe la

risoluzione del problema. La (5.163) costituisce pertanto una procedura di regolarizzazione

delle equazioni risolventi, la quale permette di ottenere un problema di matematica “ liscia” .

Ciò stante, il sistema linearizzato che deve essere risolto al passo n-esimo è il seguente:
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(5.167)

Le (5.167) costituiscono un sistema lineare che permette di risolvere la n-esima iterazione.

Tuttavia la mole del sistema risolvente è notevole, ciò che sconsiglia di affrontarlo

direttamente. Alcune semplici (anche se un po’  lunghe) manipolazioni algebriche, illustrate di

seguito, permettono di eliminare alcune variabili ricavandole in funzione degli spostamenti

nodali ∆~ *& '  e del moltiplicatore di Lagrange λ ( , così da ottenere un sistema equivalente dalle

dimensioni notevolmente più ridotte e pertanto facilmente (mediante un calcolatore) risolubile.

Una volta ottenuti i valori delle variabili rimaste, si potrà poi procedere a ritroso e ricavare

anche quelli delle variabili sostituite.
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Il lettore non interessato allo svolgimento dei passaggi algebrici che permettono di ridurre il

sistema può passare direttamente a quanto segue l’ eqn. (5.181). Posto

� � ����� � �����
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−= +1
0 1

2

3

1
: σ α (5.168)

la (5.167a) diventa

ρ λ ρ�	��
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��� � �� �� � � �− + − + =1 ~ε σ4 9 (5.169)

da cui si ricava

� � �� � ���������� �������� ��� � � �! !
= − +−λ ρ ρσ ε1 ~4 9 (5.170)

che, sostituito nella (5.169) scritta "$#&% , permette di ricavare

~ ~ε ε σ σ' ()+* ' )+* ' (* , (* , ()-* , )+* * ' (. , (.+ = + + −− − −/ 0 0 /1 1 12 7 4 9 2 7λ (5.171)

Sostituendo la (5.171) nella (5.167f), scritta per "$#&% † † † , si ottiene:

1 1 2 3 4 25 67 8 67 8 69 7 8 9 7 7 5 6: 8 6:5
;

6 7 9 7− − −

=

+ + − = +∑ 1 1 1

1

2 7 4 9 2 7~ ~* *ε σ σλ ∆ ∆ (5.172)
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la (5.173) permette di esplicitare le deformazioni plastiche al vertice B -esimo:
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Sostituendo prima la (5.170) e poi la (5.174) nella (5.167b), si ottiene, dopo semplici passaggi:
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Analogamente, sostituendo prima la (5.170) e poi la (5.174) nella (5.167c), la quale differisce

dalla (5.167b) solamente per la mancanza di acbed* , si ottiene:

                                               
† † †  Si fa presente che f , in quanto indice di sommatoria, è una variabile muta
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Si esprimano i termini ∆~ *� �
e ∆ � � �  come prodotto del moltiplicatore di Lagrange λ �  per i

vettori incogniti ∆δ * � e ∆ξ ��� , rispettivamente:

∆ ∆~ ~* *��� � �
= λ δ (5.177)

∆ ∆
����  �� 

= λ ξ (5.178)

Sostituendo le (5.177),(5.178) nelle (5.175),(5.176) ed eliminando il moltiplicatore di

Lagrange, si ha:
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e
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Le (5.179),(5.180) permettono di determinare i vettori ∆
~*δ 3 e ∆ξ ��� , ovvero di determinare

i vettori ∆~ *4 5
e ∆ 6 7 5 a meno di una costante moltiplicativa (λ 8 ), la quale può essere

determinata dalla (5.167e). Sostituendo in quest’ ultima la (5.174) e tenendo conto delle

(5.177),(5.178) si ottiene infatti:
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Le condizioni di periodicità da imporre riguardano i valori degli spostamenti nodali, che

saranno pertanto i medesimi in punti omologhi del contorno del VR, con una conseguente

diminuzione del numero delle incognite che può essere facilmente ottenuta raccogliendo nel
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vettore ∆~ *4 5
i gradi di libertà indipendenti e mediante opportune manipolazioni algebriche

sulle righe e le colonne delle matrici � , dalle quali si ottengono le matrici � *.

���������	��
�����������������
Per quanto riguarda il primo passo, si suppone arbitrariamente che tutti punti di Gauss per

ogni vertice del dominio di carico siano sede di plasticizzazioni, che, conseguentemente, le

zone rigide siano assenti e che tutti i denominatori assumano valore unitario, ovvero:

� � � � ��� � �� � ���1 1 0 1 1≡ = ∅ = ∀ ∈ ∀ =: , , ,� (5.182)
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L’ , -esimo passo dell’ algoritmo risolutivo consta delle seguenti operazioni:

• Il sistema (5.179),(5.180) fornisce i termini ∆δ * - e ∆ξ ��� :
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• Quindi la (5.181) fornisce:
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• Dalle (5.177),(5.178) si ottengono i termini ∆
4 * 5 e ∆ 6 7 5 :

∆ ∆
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M M M

= λ δ
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• Le deformazioni plastiche corrispondenti ad ogni vertice del dominio di carico sono date

dalla (5.174):
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• Le zone plastiche e rigide sono aggiornate dalle (5.164),(5.165):
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• I valori dei denominatori sono aggiornati mediante le (5.163):
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• Le matrici di servizio sono aggiornate mediante le (5.168),(5.173):
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• Ed infine il moltiplicatore dei carichi alla 5 -esima iterazione è dato, per definizione, da
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L’ algoritmo iterativo ha termine quando l’ incremento del moltiplicatore dei carichi oppure

della norma euclidea dell’ incremento del vettore degli spostamenti nodali è “ piccolo”  nei

confronti, rispettivamente, del valore del moltiplicatore dei carichi o della norma del vettore

degli spostamenti nodali calcolati al passo precedente, ossia, fissate arbitrariamente le

tolleranze γ1 e γ2, quando è soddisfatto il seguente criterio di convergenza:

[ [
[
\ \
\

\ \

\− ≤ ∨
−

≤
−

−

−

−

1

1 1

1

1 2γ γ
∆ ∆

∆

] ]

]
* *

*
(5.186)


