Teoria dell’adattamento nel discreto

Riassunto  Si formula in termini discreti, mediante I’approccio al MEF in variabili
generalizzate, la teoria quasi-statica dell’adattamento per sistemi elastoplastici, con leggi
costitutive non associate ed in presenza di incrudimento generico descritto mediante
variabili interne statiche e cinematiche. In particolare, si dimostrano un teorema statico ed
uno cinematico che forniscono ciascuno una condizione necessaria ed una sufficiente di
adattamento, estendendo al modello di materiale in esame i risultati classici ottenuti da
Melan e Kaoiter, rispettivamente. Si presenta una formulazione del teorema cinematico in
cui la dipendenza dalla variabile temporale € stata eliminata, con notevoli vantaggi per il
successivo impiego nella formulazione di algoritmi risolutivi. Si affronta infine il
problema della determinazione di delimitazioni delle principali variabili nello stadio post-
adattamento.

3.1 Introduzione

La teoria dell'adattamento, che costituisce la base per la formulazione dei metodi diretti per
la determinazione del fattore di sicurezza nei confronti della crisi sotto carichi ripetuti, si
sviluppa attorno a due fondamentali teoremi, detti statico e cinematico in seguito alla natura
delle grandezze meccaniche coinvolte in ciascuno di essi. Nel seguito si presenta una versione
di tali teoremi valida per sistemi elastoplastici, con leggi di scorrimento non associate e con
comportamento incrudente.

Le ipotesi base sono quella di piccoli spostamenti e deformazioni e della variabilita in modo
quasi-statico dei carichi. Ne risulta una teoria del primo ordine, la cui validita &€ condizionata al
non superamento, in fase post-adattamento, di limiti superiori sulle deformazioni sviluppate, e

in cui gli effetti inerziali sono trascurabili. Si fa presente che sono possibili estensioni della
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teoria capaci di includere anche gli effetti del secondo ordine e le forze dinamiche (Maier [53];
Maier e Novati [56]; Maier e Vitiello [57]; Corigliano, Maier, Picko [19,20]).

3.1.1 Criterio di adattamento

Si dice che un sistema, modellato e descritto mediante variabili generalizzate, é soggetto ad
adattamento (o shakedown elastico, o stabilizzazione) se, e solo se, una opportuna misura
globale e cumulativa del processo di snervamento é superiormente limitata nel tempo. Nel
seguito si identifichera tale misura con I'energia dissipata nel sistema. Il criterio di adattamento

adottato si puo pertanto tradurre analiticamente nella seguente condizione
t—> o0

lim D(z) =!imj(5T§p - X R)dt < -+oo (3.1)
ﬂooo

L’inadattamento, ovvero I'evento contrario allo shakedown, sara invece caratterizzato dal

fatto che
t o0

limD(z) = !LTJ(ETEP - X R)de = +eo (3.2)
0

e potra verificarsi o in corrispondenza di spostamenti illimitati (caso del collasso incrementale,
0 rachetting) o in corrispondenza di spostamenti limitati e, di conseguenza, deformazioni
plastiche limitate (caso della plasticita alternata).

3.1.2 Diseguaglianza fondamentale

Si definisca per ogni modo plastico a, il seguente scalare

B, :=minj®a(0,X) | #,(0.X)=0, §,(0.x)<0 Op*al (3.3)
e sia B il vettore che raccoglie i B, sopra definiti:
B:=[B, - B, - B (3.4)

I programma (3.3) consiste nel minimizzare il potenziale plastico associato al modo plastico
a-esimo nello spazio delle variabili o,x sulla porzione della superficie di snervamento

corrispondente al medesimo modo plastico (v. Fig. 3.1).
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A Soluzione
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Fig. 3.1 Schematizzazione del problemadi programmazione matematica che definisce By

Si aggiunge alle relazioni che definiscono il modello cogtitutivo del materiale anche la

seguente
(®-B) Az0 (35)

la quale impone una restrizione (in vero non particolarmente significativa) della classe di
materiali trattati.

Si espone di seguito una diseguaglianza (Corigliano, Maier e Picko [19]) la quale, pur non
avendo un esplicito significato fisico, risulta di notevole utilita al fine di dedurre in modo
conciso il teorema statico e le delimitazioni in fase post-adattamento che saranno oggetto dei
prossimi paragrafi e che sara pertanto detta diseguaglianza fondamentale. Nell’enunciato si fa
riferimento ad un processo fittizio, ovvero alla sovrapposizione, nello spirito dell’approccio
alla Colonnetti, della risposta indefinitamente elastica del sistema B® ad assegnate e fittizie
(cioe non necessariamente coincidenti con quelle effettive) deformazioni plastiche, viste come
distorsioni imposte, e della risposta indefinitamente elastica di B® ai carichi del dominio M. Tale
processo fittizio sara indicato con simboli dotati di cappuccio, a differenza di quelli che si
riferiscono al processo effettivo. Inoltre si indichera con A il dominio delle risposte

indefinitamente elastiche ai carichi appartenenti a .
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DISEGUAGLIANZA FONDAMENTALE
Si consideri un processo fittizio e sia 6:=0 +5. Se esistono dei parametri (detti
parametri perturbativi) Q, S, v, v, w, una distribuzione di sforzi residui 6, una distribuzione

di variabili interne di tipo statico § e di tipo cinematico ﬁ tali per cui

6((5 + r)q,(i + v)s) +w<B (3.6)
allora risulta necessariamente
j[(& +r) £'g-(x+ v)Tﬁs}dT - j D(r)dr+w' j AdT < gL, (0) + T, (0) (3.7)
0 0 0
essendo
L.() ::%(6—6)3‘)*(6—6) >0 (3.8)
L) =7 (n)=7(R)=(n-A) R 20 (39
Dimostrazione

Si noti in primo luogo che, per la positiva definizione della matrice di rigidezza D, la

funzione Z.(2) & sempre non negativa e cosi pure la funzione 7,(), poiche, per la convessita di

V (v. App. A) e per la definizione delle variabili interne statiche, risulta
P(n)27(A)+(n-A) 55 =7(A)+(1-A) X (310)

L'argomento del potenziale plastico nella (3.6) puo essere interpretato come una perturbazione

degli sforzi residui e delle variabili interne statiche del processo fittizio, ovvero
0= (§+r)q X = (§+v)s = 6(3,?) (3.11)
Poiché nel processo reale A> 0, tenendo conto delle (3.11), la diseguaglianza (3.6) implica

T—

w'A<-(®-B) A (3.12)

Poiché (E—B)T)\T >0, risulta
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wT)'\s—(5—3)75(6—3)7—(5—3)7=(6—$)T7\ (3.13)

Per la convessita e la differenziabilita dei potenziali plastici si ha (v. App. A)

00 (a.x)|

P (X-x) @149

T
— T— —

(CD cb) A<(0-3) %M(x—x (3.15)

La (3.13) puo quindi essere ulteriormente maggiorata:

wA < (_—_)TE ~(x- x) n (3.16)

Reinserendo le (3.11) nella (3.16) si ottiene

wk<(o-(G+r)g) & -(x-(R+v)s) 1 (3.17)
Integrando nel tempo e riarrangiando i termini si ha facilmente
j[0+r (x+v ]dr J( a& -x _)a’r+w JAdT<
° , , (3.18)
< qJ(E E)TE dr - sj(i—f)Tﬁ dr
0 0

Si procede ora alla semplificazione del primo integrale del secondo membro della (3.18).

Tenendo conto che il processo fittizio si riferisce ad un sistema indefinitamente elastico e che

quindi € =0, si ha che la distribuzione di deformazioni relativa alla differenza tra il processo
reale e quello fittizio, la quale &€ congruente con spostamenti nulli al contorno, si esprime nella

forma
e-E=(c +e") - = (' &) +e" =D o-5)+¢’ (319)

Poiché la distribuzione di sforzi -G relativa alla differenza tra il processo reale e quello

fittizio & in equilibrio con carichi nulli, per il principio delle potenze virtuali risulta

(E—E)T(E—E) - (E—E)T[E” +1)'1(5—§ﬂ =0 (3.20)
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dacui s ricava

(0-3)' 8" =-4] 2o (o-3) |- - (321

Si procede ora ala semplificazione del secondo integrale del secondo membro della (3.18).

Poiché si ha, per definizione e per I'indipendenza dal tempo di ﬁe f

() _or(n) gn_ o

o o di =X N (3.22)
di’{(tﬁ) = a;é?) [fg =x =0 (3.23)
<l-n-A)x|=-"%=%"7 (3.24)

Si puo scrivere
(x-%) 7 =< 7(n)-7(7)-(n-7) % | == (3.25)

Tenendo conto delle (3.21) - (3.25) e del fatto che Z.(z7) e Ly(?) sono non negativi per ogni

valore di ¢, il secondo membro della (3.18) puo essere maggiorato, ottenendo

©— ~\T—p = T tdL(T) tdL(T)
-0 & dr- - dr=—-q|——*dr-s|——>dr =
of(0-6)/& ar=sf(x-X) Rar=g] TP ar=s L Dan
=q(L,(0) = L,(1) +s(L,(0) - L,(1)) < (3.26)
<qL,(0) +sL,(0)
La (3.26), congiuntamente con la definizione della funzione di dissipazione, permette infine di

dedurre la tesi (3.7) dalla (3.18). [Q.E.D.]
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3.2 Teorema statico

Noto in letteratura anche con il nome di primo teorema dell’ adattamento, il teorema statico
e stato originariamente dimostrato nel 1938 da Melan [59] per continui composti da materiale
elastico-perfettamente plastico e leggi di scorrimento associate. Esso generalizzava i risultati
ottenuti nel 1932 da Bleich [2] con riferimento a sistemi strutturali aventi un solo grado di
iperstaticita e nel 1936 dallo stesso Melan [58] per telai arbitrariamente iperstatici. Per questo
motivo il teorema rimane spesso associato al nome di Melan (piu raramente anche a quello di
Bleich), per lo meno con riferimento alla versione originaria. Negli anni successivi numerosi
Autori hanno infatti provveduto a riformulare (Symonds [82], Koiter [41], Neal [60]) e
soprattutto a generalizzare il teorema statico: oltre a Prager [72] che nel 1957 ha fornito una
estensione a cicli termici, per brevita si ricorda qui solo Corigliano, Maier e Picko [19], dove
si puo trovare una trattazione del caso non associato, per materiali incrudenti ed in ambito
dinamico. Quanto riportato di seguito si rifa al precedente articolo e a Polizzotto, Borino,
Caddemi e Fuschi [67].

Il teorema statico si compone di due parti: la prima fornisce una condizione necessaria di

adattamento, mentre la seconda fornisce una condizione sufficiente di adattamento.

3.2.1 Condizione necessaria di adattamento

Se il sistema e soggetto ad adattamento in corrispondenza del dominio di carico

assegnato, allora esistono almeno una distribuzione di sforzi residui p ed almeno una

distribuzione di variabili interne statiche § tali per cui

5(66 +5,§) <0 Oo 0OA (3.27)

Dimostrazione
Il teorema e quasi autoevidente, dal momento che esso discende immediatamente dalla
definizione di adattamento (3.1), in base alla quale il concetto di shakedown significa assenza

di snervamento dopo un periodo transitorio iniziale. [Q.E.D.]
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La precedente condizione necessaria di adattamento puo essere tradotta in una equivalente
condizione sufficiente di inadattamento, ricordando che I espressione logica A 0 B e

equivalente a (-B) OO (= A). Si ottiene pertanto la seguente

CONDIZIONE SUFFICIENTE DI INADATTAMENTO

Se non esiste nessuna distribuzione di sforzi residui p e nessuna distribuzione di variabili

interne statiche § tali per cui

¢(6‘3 +5,§) <0 Oo 0OA (3.28)
allora il sistema e soggetto ad inadattamento in corrispondenza del dominio di carico

assegnaro.

3.2.2 Condizione sufficiente di adattamento

Se esistono almeno uno scalare w> 1, almeno una distribuzione di sforzi residui p ed

almeno una distribuzione di variabili interne statiche X tali per cui

E(w(? +5),w§()sB Oo’ 0A (3.29)
allora il sistema é soggetto ad adattamento in corrispondenza del dominio di carico
assegnaro.

Dimostrazione
Posto

r=0 v=0 w=0 g=w s=w w>1 (3.30)

la disuguaglianza fondamentale implica che se
(w5, wg) =6(w(6€ +5),w§) <B 0o DA (3.31)
aloras ha

wj [ETE” - ﬁ]dr - jD(r)dT <[ 1,(0)+L,(0)] (3.32)

0

Ricordando la definizione della funzione di dissipazione, s ottiene
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wf[0"8 X Alar~ [[67€ X Alir < {2, + L,(O) (339

0 0
dacui s ricava

w
w-1

D(f) = j[ETE" e ﬁ]ldr <2 [1,(0)+L,0)] (3.34)

Poiché il secondo membro della (3.34) é finito (essendo w< 1) per ogni valore di t, si ha

limD(#) = lim | (0'&"-X A)dr <+e0 (3.35)
- 00 o

t— 00

e quindi, per il criterio di adattamento, si ha shakedown. [Q.E.D.]

La precedente condizione sufficiente di adattamento puo essere tradotta in una equivalente
condizione necessaria di inadattamento, ricordando che [I'espressione logica A 0 B e

equivalente a (-B) OO (= A). Si ottiene pertanto la seguente

CONDIZIONE NECESSARIA DI INADATTAMENTO

Se il sistema e soggetto ad inadattamento in corrispondenza del dominio di carico

assegnato, allora non esiste nessuno scalare w> 1, nessuna distribuzione di sforzi residui p

e nessuna distribuzione di variabili interne statiche ¥ tali per cui

E(w(? +5),w§() <B 0o DA (3.36)

3.2.3 Osservazioni e commenti

| risultati ottenuti in precedenza possono essere sinteticamente espressi come di seguito:

CONDIZIONE NECESSARIA DI ADATTAMENTO

HP: shakedown
(3.37)

-V /[—e

tH: 0p,X | ¢(o"+p.X)s0 Do 0a, CpH=0
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CONDIZIONE SUFFICIENTE DI INADATTAMENTO

HP: 1,% | ¢(c"+p.X)<0 0o 0A, Cp=0

(3.38)
TH: inadattamento
CONDIZIONE SUFFICIENTE DI ADATTAMENTO
HP: Dw>1p,%X | E(w(? +p) T)<B Do’ 0A, Cp=0
. P, X Pl,wX |= ) P (3.39)
TH: shakedown
CONDIZIONE NECESSARIA DI INADATTAMENTO
HP: inadattamento
(3.40)

TH: (w>1p,X | 5(0.:(59+5),w§)sB Oo 04, Cp=0

Come si pu0 notare, la condizione necessaria di adattamento (e la condizione sufficiente di
inadattamento) fa riferimento alle funzioni di snervamento e puo pertanto essere interpretata
come una applicazione della condizione “classica”, valevole nel caso associato in cui i
potenziali plastici coincidono con queste ultime, ad un materiale fittizio avente legge di
scorrimento associata alle funzioni di snervamento. D’altra parte la condizione sufficiente di
adattamento (e la condizione necessaria di inadattamento) fa riferimento ai potenziali plastici e
puo pertanto essere interpretata come una applicazione della condizione classica ad un
materiale fittizio avente funzioni di snervamento coincidenti con i potenziali plastici.

Chiaramente, qualora le leggi di scorrimento siano associate (potenziali plastici ®
coincidenti con le funzioni di snervamento ¢ e pertanto B=0) i due materiali fittizi di cui sopra
vengono a coincidere con il materiale reale e le due condizioni, quella necessaria e quella
sufficiente di adattamento, differiscono solamente per il fatto che mentre la prima fa riferimento
ad una diseguaglianza che deve essere verificata in senso non necessariamente stretto (cioé con
il segno “<”), al contrario la seconda fa riferimento alla medesima diseguaglianza la quale deve
pero essere verificata in senso stretto (cioé con il segno “<”, ovvero con il segno “<” e con la
contemporanea presenza dello scalare w>1). La differenza, pur significativa dal punto di vista

matematico, é tuttavia poco rilevante da quello ingegneristico, dal momento che i risultati che
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si otterrebbero nel caso in cui il dominio di snervamento sia ampliato di una quantita
arbitrariamente piccola (e peraltro confondibile con il rumore sperimentale inevitabilmente
insito nella conoscenza di qualunque materiale) sarebbero ragionevolmente molto simili. Per
questo motivo spesso si parla semplicemente di una condizione necessaria e sufficiente di
adattamento nel caso di leggi associate. Va notato peraltro che nel caso non associato
I'approssimazione ingegneristica di cui sopra non € comunque sufficiente a produrre un’unica

condizione necessaria e sufficiente, come e ovvio.

3.2.4 Dominio di carico iperpoliedrico

Qualora I'insieme delle condizioni di carico sia un iperpoliedro (nello spazio delle azioni
esterne F) & possibile semplificare notevolmente il teorema statico. Per il teorema A.2,

I"insieme A delle risposte in termini di sforzi del sistema, supposto indefinitamente elastico

- \ - . BN . - . f . e
lineare, € un iperpoliedro. Cio consente di sostituire I'espressione [ o OA con

—_e . . . . - . . . . .
O o Overtici(D) , essendo vertici(A) I'insieme discreto dei vertici di A (il cui numero sia pari
am).

Piu precisamente, nel caso in cui A sia un iperpoliedro, il teorema statico pu0 essere

sinteticamente espresso nella forma

CONDIZIONE NECESSARIA DI ADATTAMENTO
HP: shakedown

- . 3.41
TH: 0Op,x | ¢(0 +p,x) <0 Oo Overtici(A) (341)
CONDIZIONE SUFFICIENTE DI INADATTAMENTO
HP: 10p,X (o +p,%)<0 0o Overtici(A
p.X | ®(c"+p.X) (&) 342
TH: inadattamento
CONDIZIONE SUFFICIENTE DI ADATTAMENTO
HP: w>1p,X | cb(w(o +p),a))() <B 0o Overtici(A) (3.43)

TH: shakedown

311



CAPITOLO 3

CONDIZIONE NECESSARIA DI INADATTAMENTO

HP: inadattamento

1 103155 | ®(e(0 +5)wk)<B 00 Dverici(a) (3.49)

Dimostrazione
Si vuole dimostrare che nel caso di domini di carico iperpoliedrici e convess le (3.37) -

(3.40) possono essere sostituite dalle (3.41) - (3.44). E’ sufficiente allo scopo dimostrare che,

in questo caso particolare, le condizioni contenenti le espressioni (0o A sono equivalenti a

quelle contenenti 0o Overtici(A)

Condizione necessaria di adattamento e condizione sufficiente di inadattamento
L'equivalenza tra le due condizioni consegue, come gia osservato in precedenza,

dall’equivalenza tra le due espressioni logiche A0 B e (=B) O (=A). E’ pertanto sufficiente

dimostrare una sola delle due condizioni, cio che viene fatto di seguito per la condizione

necessaria di adattamento.

Parte 1°: (3.37) [J (3.41)

La dimostrazione & quasi owvia e discende dal fatto che verzici(A) O A.

Parte 2°: (3.41) [J (3.37)
Si supponga che

0p, X | ¢(0 +5,§)s0 0o’ Overtici(b) (3.45)

Ne consegue che, essendo o (k=1,...,m) il k-esimo vertice di A,

d(cr+p.X)<0  Dk=1..m (3.46)

Sia o un generico elemento di A; per il teorema A.1, risulta

m

o =Ypmor Ypu =1 p20 (3.47)
k=1

k=1
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Sommando la costante p s ottiene

e ~ k e ~ o e 7 ~ " —e ~
o +p:zluk0-k+pzzluko-k+(Z,uk)pzzluk(o-k+p) (3-48)
= = = =
Con riferimento agli stessi p, X di cui ala(3.45), s ha
ofo" +53)=4( 5 (ot +9)) (349
k=1

Per la (3.49) e poiché ¢ & una funzione convessa (v. teorema A.4), si ha
90" +p.X)= (2 u(ok +p) ) zuk d(ok +p.%)<0 (3.50)

cio che, data la generalitd di o, prova la tesi.

Condizione sufficiente di adattamento e condizione necessaria di inadattamento
L'equivalenza tra le due condizioni consegue, come gia osservato in precedenza,

dall’equivalenza tra le due espressioni logiche A0 Be (=B) O (=A). E’ pertanto sufficiente

dimostrare una sola delle due condizioni, cio che viene fatto di seguito per la condizione

sufficiente di adattamento.

Parte 1°: (3.43) [J (3.39)
Si supponga che

w>1p,%X | (w(o +p) )<B 0o’ Overtici(D) (3.51)
Ne consegue che, essendo o (k=1,...,m) I'i-esimo vertice di A,
6(01(62 +E),w§)sB Ok=1...,m (3.52)
Sia o un generico elemento di A; per il teorema A.1, risulta
o :iﬂ"ai kZuk =1 u4, =20 (3.53)

Sommando la costante p si ottiene
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5€+5=Zﬂk5i+5=2ﬂk5i+(Z#k)5=2ﬂk(5i+5) (3.59)
k= k= k=1 k=
Con riferimento agli stessi w>1,p, X di cui ala(3.51), s ha
¥(ofo” +8o) =3[ 05 w01 +3)k |= 8] 5 mefat +7ok | (@59
k=1 k=1
Per la (3.55) e poiché ® & una funzione convessa (v. teorema A.4), si ha
iy e ~ ~ oy k —e ~ ~ k iy —e ~ ~
Cb(w(o + p),wx) = CD(Z pefol + p),wx) <Y u (D(w(m + p),wx) <B (3.56)
i=1 i=1

cio che, data la generalita di o, prova la tesi.

Parte 2°: (3.39) [J (3.43)

La dimostrazione € quasi owvia e discende dal fatto che verzici(A) O A.

La dimostrazione é pertanto completa. [Q.E.D.]

Il significato del teorema testé dimostrato e che, se i vertici del dominio di carico risultano

in una risposta in termini di sforzi indefinitamente elastici tale da rispettare le condizioni ¢ <0

e/lo ®<B, allora lo stesso vale automaticamente anche per tutti gli altri punti del dominio di
carico. La portata di questo risultato € notevole, dal momento che permette di limitare
I'attenzione, ai fini della determinazione della sicurezza all' inadattamento, ad una sola storia di
carico passante per i vertici del dominio di carico anziché alle infinite storie contenute in tale
dominio. Questa conclusione, dimostrata da Konig [44], era intuitivamente considerata valida
anche in precedenza, e tutte le analisi sperimentali erano condotte mediante semplici storie di
carico cicliche passanti per i vertici del dominio di carico.

Un’altra conseguenza del teorema € che, qualora il dominio di carico non sia convesso,
come quello mostrato in Fig. 3.2, nulla cambierebbe, ai fini dell’ analisi di adattamento, se se ne
considerasse la chiusura convessa (cioé se si aggiungesse I'area ombreggiata in Fig. 3.2. Si noti
inoltre che il vertice B di Fig. 3.2 non contribuisce all'analisi di adattamento, e puo pertanto

escluso dalla considerazione, al contrario dei vertici che individuano la chiusura convessa del
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dominio di carico. Ovviamente, nel caso di domini autenticamente (nel senso della definizione

datain Appendice A) iperpoliedrici, e quindi convess, tutti i vertici vanno considerati.

A

A
B
N -

Fig. 3.2 Caso di dominio di carico non convesso
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3.3 Teorema cinematico

Noto anche come secondo teorema dell' adattamento, il teorema cinematico é stato
originariamente dimostrato nel 1956 da Koiter [42] ed é spesso associato al suo nome, per lo
meno con riferimento alla formulazione originaria. Negli anni successivi numerosi Autori hanno
infatti provveduto ad estendere il teorema ad un contesto piu ampio: oltre a De Donato [28]
che ha introdotto il contributo di cicli termici, per brevita si ricorda qui solamente Corigliano,
Maier e Picko [19], dove si puo ritrovare la trattazione del caso non associato, con materiali
incrudenti e in ambito dinamico e a cui si rifa quanto esposto di seguito.

Come il teorema statico, anche quello cinematico fornisce una condizione necessaria ed una
sufficiente di adattamento, ovvero una condizione sufficiente ed una necessaria di

inadattamento.

3.3.1 Condizione sufficiente di inadattamento

Si definisce ciclo ammissibile di deformazioni plastiche di tipo ¢ un processo fittizio di

snervamento nel quale la legge di scorrimento sia associata alle funzioni di snervamento,

ovvero
T T
=905 §=-2 X20 <0 $'A=0 (357a)
00 0xX
e si abbia
Duy := [ig(1)dr  Auy =0 ne nodidi I, (3.57b)
0
-p iTll - -
Agy = ju(r)dr = C[Auy (3.57¢)
0
An, = [, (1)dr =0 (3.57d)
0

Le (3.57b,c) esprimono la congruenza delle deformazioni plastiche cumulate che sono state
sviluppate nell’intero ciclo, mentre le deformazioni plastiche incrementai non sono

necessariamente congruenti con i corrispondenti incrementi degli spostamenti. In conseguenza
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della convessita delle funzioni di snervamento e della legge di normalita delle deformazioni
plastiche incrementali rispetto alle superfici di snervamento, espressa dalle (3.57a), sussiste il
principio della massima dissipazione intrinseca (ovvero la generalizzazione a materiali

elastoplastici incrudenti del principio di Hill del massimo lavoro plastico), cioe:

. —x T — —*T — N —

D(E;,ﬁq,):g}?({c &-x 1, | 6(c.x)<0} (3.58)

ovvero

—* T — —_— [

D(Eﬁ,ﬁ¢)25*T§£—x n, Oo.x | ¢(0 X )50 (3.59)

Cio stante sussiste la seguente

CONDIZIONE SUFFICIENTE DI INADATTAMENTO

Se esiste almeno un ciclo ammissibile di deformazioni plastiche di tipo @ tale per cui
t t
[o" ésdr>[D(¢;.n,)dr (3.60)
0 0

allora il sistema é soggetto ad inadattamento in corrispondenza delle condizioni di carico

assegnate.

Dimostrazione
Si supponga, per assurdo, che, stante I'ipotesi, non valga la tesi e che, pertanto, si abbia

shakedown. Ma allora, per il teorema statico (condizione necessaria di adattamento),

0p,X | ¢(6€+5,§)50 Oo OA (3.61)

Del resto, ricordando la (3.59) scrittaperc =o  +p,X =X, siha

(698 €170 < 2. 6
0

0

Per le (3.57c) e (3.57d), ricordando che 5 e f sono indipendenti dal tempo, si ha

t t
[o"&sar+p ne; -3 an, < | D(E5 A, )dr (3.63)
0 0
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Per il principio dei lavori virtuali, essendo 5 autoequilibrata e Agg congruente con spostamenti
Auy, identicamente nulli sul contorno, risulta ETAgz =0, mentre per la (3.57d) fTAﬁ,p =0 e
quindi s ha

t—er— (R -

[o ézdrst(éi,n¢)dr (3.64)

0 0

cio che e in contraddizione con I'ipotesi, dimostrando pertanto la tesi. [Q.E.D.]

La precedente condizione sufficiente di inadattamento pu0 essere tradotta in una
equivalente condizione necessaria di adattamento, ricordando che I espressione logica Al B e

equivalente a (- B) [ (= A). Si ottiene pertanto il seguente

CONDIZIONE NECESSARIA DI ADATTAMENTO
Se il sistema é soggetto ad adattamento in corrispondenza delle condizioni di carico

assegnate, allora per ogni ciclo ammissibile di deformazioni plastiche di tipo ¢ risulta

j’E” g5dT < jD(E; N, )dr (3.65)
0 0

3.3.2 Condizione necessaria di inadattamento

Si definisce ciclo ammissibile di deformazioni plastiche di tipo ® un processo fittizio di

snervamento nel quale la legge di scorrimento sia associata ai potenziali plastici, ovvero

—7T —7T
=25 7,=-22% x>0 @B (0-B)A=0 (3:669)
00 0xX
e si abbia
Auo := [ue(1)dr  Aue =0neinodidi T, (3.66b)
0
Mg := [€o(1)dr = ClAuo (3.66¢)
0
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AN :=[Ne(D)dr =0 (3.66d)
0

Le (3.66h.c) esprimono la congruenza delle deformazioni plastiche cumulate che sono state
sviluppate nell'intero ciclo, mentre le deformazioni plastiche incrementali non sono
necessariamente congruenti con i corrispondenti incrementi degli spostamenti. Cio stante

sussiste la seguente

CONDIZIONE NECESSARIA DI INADATTAMENTO
Se il sistema e soggetto ad inadattamento in corrispondenza delle condizioni di carico
assegnate, allora esiste almeno un ciclo ammissibile di deformazioni plastiche di tipo @ tale

per cui, per ogni scalare w> 1, risulta

o[ G Ebdr > [ D{ES Ryt (3.67)
0 0

La precedente condizione necessaria di inadattamento puo essere tradotta in una equivalente
condizione sufficiente di adattamento, ricordando che I espressione logica A [0 B e

equivalente a (-B) [0 (= A). Si ottiene pertanto il seguente

CONDIZIONE SUFFICIENTE DI ADATTAMENTO
Se esiste uno scalare «w > 1 tale per cui, per ogni ciclo ammissibile di deformazioni
plastiche di tipo @, risulta

o[ G Ebdr < [ D{ES Ry Jar (3.69)
0 0

allora il sistema é soggetto ad adattamento in corrispondenza delle condizioni di carico

assegnate.

Dimostrazione
Si dimostra di seguito la condizione sufficiente di adattamento, la quale & equivalente, come

precedentemente osservato, alla condizione necessaria di inadattamento. Si consideri allo
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scopo il problema di programmazione matematica che definisce un limite inferiore del fattore di
sicurezza e acui S perviene con le considerazioni che verranno esposte nel dettaglio nel Cap. 4
(Pultimo vincolo esprime esplicitamente il fatto che gli sforzi residui devono essere

autoequilibrati):

= max{,ul w>1p,% | 5(0)(ﬂ56+5),w§)5B 0o, ET?):()} (3.69)
Hw,p.X
La soluzione di questo programma puo essere determinata stazionarizzando per w > 1 |l

corrispondente funzione lagrangiana
L= L(,u,f),i,y,l) = —u+JyT|:5(wyge +a)5,a)§) -B +d}dr—lTET5 (3.70)
0

nella quale 1 e y sono vettori i cui elementi sono moltiplicatori di Lagrange, mentre d € in
vettore di slack variables, ovvero di variabili non negative mediante le quali & possibile imporre

il vincolo di diseguaglianza riguardante i potenziali plastici. Stazionarizzando L si ottiene

——O——1+ JG —ydr
oL _ ’ach
—wj—_ydT—C[l]
ap , 00
' T
oL _y =wjaiiydr (3.71)
0X o OX
aL —T=
—=0=C
a1 P
O _g=%-B+d
oy

Ricordando le condizioni di Kuhn-Tucker (v. Appendice A), il precedente sistema puo essere

riscritto nella forma
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) EeTaiydrzl

0 ou

t ~ T

w aiiya’T:C[l]

, 00

;T

Jaqi Jdr=0 (3.72)
o OX

e

Chp=0

N —_ T
®-B=-d<0 (®-B)y=0 y=0

Quindi, identificando 1 con un vettore di spostamenti cumulati e y con un vettore di

moltiplicatori plastici e ponendo

- —, 0D 0D T - P D -
N €6 =—— y=—"_\ = y=—2"_) 3.73
y ° == y Py No o y o (3.73)

si puo verificare che le (3.73) definiscono un ciclo ammissibile di deformazioni plastiche di tipo

@ (cio che giustifica la notazione adottata nelle (3.73)). 1l sistema (3.72) fornisce infatti
t
a)j o Ehdr =1
0
g f— P— —
a)j €odT = C[Auo
0

[Rodr=0 (3.74)

J— S T -
®<B (®P-B)A=0 A=0
Cio premesso, si ritorni al problema della dimostrazione della condizione sufficiente di

adattamento, la cui ipotesi afferma che esiste uno scalare w > 1 tale per cui, per ogni ciclo

ammissibile di deformazioni plastiche di tipo @, risulti

o[ " Ebdr < [ D{ES Ry Jar (3.75)
0 0
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Tratutti i cicli ammissibili di deformazioni plastiche di tipo ®, s consideri in particolare quello
definito dalle (3.73): sviluppando il temine contenente la funzione di dissipazione plastica, la

(3.75) fornisce

a)jg Eodr < (Stb,nq,) =

O t—_— ot_.,N

(e
= (qujgdgﬁdr+wETjgédT—w)T(Tjﬁq,dT = (3.76)
0 0 0

t
= aijQTgﬁdr+w[5TE[l]—O:
0

—elT —p

= (qujo €odTl

dacui s ricava, essendo w> 1, 4 = 1. Poiché p € un limite inferiore del fattore di sicurezza,

risulta infine
s=2pu=1 (3.77)

ovvero, per definizione di fattore di sicurezza, si ha adattamento. [Q.E.D.]
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3.4 Eliminazione della variabile temporale

Rispetto al teorema statico, quello cinematico, cosi come precedentemente formulato,
presenta lo svantaggio di essere dipendente dalla variabile temporale, ci0 che ne rende
difficoltosa I'applicazione. Nel caso di dominio di carico iperpoliedrico € tuttavia possibile
riformulare il teorema cinematico in modo tale da eliminare tale dipendenza, cio che verra fatto
di seguito basandosi sul lavoro di Nguyen e Morelle [61], e giungendo infine ad ottenere una
versione del teorema che puo essere ritrovata, tra gli altri, in Polizzotto, Borino, Caddemi e
Fuschi [67], dove essa e stata dimostrata direttamente, cioé senza passare per la versione
“classica” dipendente dalla variabile temporale. Cio stante & possibile semplificare
notevolmente I'espressione del teorema cinematico, soprattutto in vista dell’ applicazione di
quest’ ultimo alla determinazione del fattore di sicurezza mediante la risoluzione di un problema

di programmazione matematica, che si concretizzera nell’ algoritmo di cui al Cap.5.

3.4.1 Riduzione ad una storia di carico ciclica

Detto I I'insieme delle possibili condizioni di carico F, sia M° la chiusura convessa di M e
sia Mg I'intersezione di tutti i sottoinsiemi di dM° n AN la cui chiusura convessa coincida con
M°. Mg & detto I'insieme dei carichi base e, per costruzione, la sua chiusura convessa coincide
con M°, chiusura convessa di M. Qualora I'insieme dei carichi M sia, come sempre si assume
nella pratica, chiuso (sia cioe un dominio) e sia convesso, allora esso coincide con la sua
chiusura convessa (I = IM° da cui si deduce aM° = an e quindi aM° n aMn =an). Se poi M &
pure iperpoliedrico, Mg_ viene a coincidere con I'insieme dei vertici di I, perche vertici(I) e
ovviamente un sottoinsieme di aM° n oM = dM, la sua chiusura convessa coincide con M° =
e nessun suo sottoinsieme gode di quest’ ultima proprieta®. Salvo diversamente specificato, nel
seguito si supporra che IM sia iperpoliedrico e si indichera con m il numero dei suoi vertici. Nel

caso di dominio di carico generico (non necessariamente iperpoliedrico), non & possibile

1 Si noti che il caso di un iperpoliedro degenere in cui almeno vertice giaccia all’interno di una “faccia” &
banalmente gestibile, senza perdita di generalita, eliminando tale vertice (che non ha evidentemente ragione di
essere definito come tale) dal set dei vertici: ad esempio un quadrato degenere avente un vertice allineato con i
due vertici contigui € da considerarsi a tutti gli effetti un triangolo.
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eliminare la dipendenza dalla variabile temporale, anche se si puo fare riferimento ad una
formulazione in una certa misura semplificata che fa riferimento all'insieme Mg (che nel caso
generale non si riduce a vertici(I)) che puo essere ritrovata in Polizzotto, Borino, Caddemi e
Fuschi [67].

Si fa notare che I'assunzione di iperpoliedricita del dominio di carico non é di fatto riduttiva,
per lo meno nell’ambito delle applicazioni ingegneristiche. Anche dal punto di vista teorico,
comunque, si puod sempre immaginare di approssimare ad arbitrio un dominio convesso avente
forma generica con un dominio iperpoliedrico di forma opportuna. Ovviamente
I'approssimazione iperpoliedrica non potra mai godere di requisiti di regolarita superiori alla
semplice continuita, per via degli “spigoli” in cui si incontrano le “facce”, dove viene meno la
differenziabilita, ma ci0 non costituisce una vera limitazione di ordine teorico, dal momento
che nelle dimostrazioni dei teoremi dell’adattamento non si € mai richiesto nessun requisito di
regolarita da parte del dominio di carico.

Nel 83.2.4 si e mostrato che, ai fini dell'analisi di adattamento é sufficiente considerare
anche un solo programma di carico passante per (tutti) i vertici del dominio di carico.
Evidentemente tale storia di carico deve ripetersi indefinitamente nel tempo, poiché in caso
contrario il criterio di adattamento, basato sulla limitatezza dall’alto dell’energia dissipata
sarebbe comunque banalmente soddisfatto in ogni caso. Risulta comodo considerare una storia
di carico che si ripeta ciclicamente nel tempo con periodo 7, in modo che sia possibile limitarsi
alla definizione di tale storia nel solo periodo.

Tra tutte le possibili storie di carico cicliche che passano per i vertici del dominio di carico,
si consideri, dopo avere preliminarmente provveduto ad ordinare in un modo qualunque

I'insieme vertici(I1), un programma discontinuo tale per cui all'istante 7, e solo in tale istante,
venga applicata la condizione di carico F. corrispondente al generico k-esimo vertice di 1 e
cio avvenga per tutti i valori di £ da 1 fino ad =, dopo di che esso si ripeta ciclicamente nel
tempo, con periodo 7 pari a #,.. Per costruzione, negli intervalli (aperti) di tempo tra due istanti
successivi #; e #.; il sistema non risulta soggetto ad alcun carico. Riassumendo, si ha:

F(ﬂ::{Fk (=t (k=1...m)

3.78
0 (tO{r, (k=1...m)}) (3.78)
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La risposta indefinitamente elastica del sistema in termini di sforzi sara, conseguentemente,

(1) = or (1=t (k =_1,...,m)) (3.79)
0 ¢O{t, (k=1..m})

essendo o la distribuzione di sforzi corrispondente al 4-esimo vertice del dominio di carico:
Co::=F: (k=1..,m) (3.80)

Si precisa da subito che tale processo di carico € puramente ideale e difatti non e

riproducibile nella pratica né mediante una simulazione numerica, se non mediante

' approssimazione di applicare i carichi F.per un periodo di tempo finito, ancorché
arbitrariamente breve. Sebbene non si tratti del programma di carico piu comodo per
determinare il coefficiente di sicurezza all'inadattamento per mezzo di un’analisi evolutiva,
esso risulta tuttavia particolarmente adatto ai fini teorici di semplificare il teorema cinematico
dell' adattamento.

| processi di snervamento che hanno luogo in corrispondenza alla storia di carico (3.78)
sono necessariamente limitati agli istanti # (k=1,...,m), non essendovi sollecitazioni in nessun
altro momento. Ne consegue che le grandezze meccaniche che ne sono espressione, ovvero i
moltiplicatori plastici, le deformazioni plastiche, le variabili interne di tipo cinematico e gli
spostamenti residui associati alle plasticizzazioni, avranno un andamento temporale di tipo “a
gradino”, ovvero saranno costanti a tratti (negli intervalli tra due istanti ., e 7, successivi in cui
il sistema non e caricato) e vi saranno necessariamente delle discontinuita di prima specie in
corrispondenza degli istanti 7 in cui il sistema viene caricato. Precisamente, detta H(z) la

funzione di Heaviside (0 unit step function) definita come

1 (=20
H(t) := {o (<0 (3.81)
si avra
N0 =Y NeH(-1,) (3.82a)
MOE iEfH(t ~1,) (3.82h)
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N =3 nHl 1) (3.820)
u()= S wH(~1,) (3.82d)

essendo Ay, € ,ﬁk ,ux (k=1,...,m) le ampiezze delle discontinuita, ovvero dei “salti” che si
hanno in corrispondenza degli istanti #.. Nel seguito si indichera con pedice ; il valore
all'istante 7, della variabile corrispondente. Derivando le (3.82) rispetto alla variabile temporale
si ottengono le corrispondenti variabili incrementali; ovviamente, essendo le funzioni nelle
(3.82) discontinue e pertanto neppure differenziabili, le derivate vanno intese nel senso
distribuzionale. Precisamente, indicando con Jla distribuzione di Dirac?, la quale, come & noto,

e la derivata (nel senso delle distribuzioni) della funzione di Heaviside, si ha:

Ao(r) = ’ixkao(z« 1) (3.83a)
¢’ o(r) = 25550(1« ~1,) (3.83h)
Ao = z ne(i-1,) (3.830)
uo(s) = iﬁkao(z« ~1,) (3.83d)

si procede ora alla riscrittura delle condizioni che definiscono un ciclo ammissibile di
deformazioni plastiche, nel caso particolare della storia di carico di cui sopra; per brevita si
suppone inizialmente che la legge di scorrimento sia associata, per poi passare al caso non

associato all' atto della riscrittura del teorema cinematico. Si noti preliminarmente che risulta

[f@)So(t-1)dt= [ f(0)aH(t~1,) = f(2,) (3.84)

Z La dipendenza della variabile temporale da parte di una distribuzione verra espressa, come di consueto nella
teoria delle distribuzioni, mediante la composizione della distribuzione stessa con la distribuzione identica: ad

esempio Oo (¢) indica che la variabile di riferimento é #; si rammenta che, nel caso di distribuzioni le quali non
siano funzioni, come nel caso della distribuzione di Dirac, la scrittura &t & assolutamente priva di senso.
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essendo #; un punto appartenente all' intervallo [0,7]. Naturalmente, I'integrale (3.84) va inteso
nel senso di Stieltjes. Dalla (3.84) & immediato dedurre, per la linearita degli operatori di

derivazione e integrazione, che
[703 ade=1)d=[ fS o H@=1) =3 &, [ fOdHE=1) = ¢,/ (1) (G.85)

Anche [I'integrale (3.85) e da intendersi secondo Stieltjes, ci0 che ha senso essendo

m

chH(t—tk) una funzione a variazione finita. Se invece che sull'intervallo [0,7] si esegue
k=1

I'integrale (sempre di Stieltjes) su un intervallo del tipo (#.,,#], il quale contiene il solo “salto”

che si ha per 7=t si otterra ovviamente

j f(r)zckdoa t,)dt = zck j f@)dH(t-1,) = ¢, f(t,) (3.86)

i 4

Dalle (3.83), per la (3.85) scritta per f(z)=1 e ¢, pari rispettivamente a

Ni Er ,ﬁk ,ux (k=1,...,m), discende immediatamente

} o (f)dt = j kzl NeDo(r—1,)di = Zxk (3.87a)
}s” o(f)dt = j kzlskao(t 1,)dt = Z £ (3.87h)
I” o(n)dt = Iiﬁk&(l‘ ~1,)dt = Zﬁk (3.87¢)
j o(n)dt = } Zﬁké o(t=1,)dt = Zﬁk (3.87d)

Per le leggi di scorrimento, per ipotesi associate, si ha

. 09’ (o), X))~ _ 09 (a(1),X(1)~
& (1) = (65 )Ao(z) o (f) =~ (ai )Ao(z) (3.88)
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Quindi, eseguendo I'integrale secondo Stieltjes delle (3.88) sugli intervalli (#.,%], si ottiene,

per la (3.86) scritta per ¢;=1 e per f{#) pari rispettivamente ad@T(E(t),i(t))/OE e

89 (a().x(1))/0X

_ t _ 4 a_T o ’_ _ a_T _k,_ o

el = [de' ()= [ (Ga(%) X(t))d)\(t)=M)\k Ok=1,....m (3.89)
_ 4 . 4 a_T o ’_ o a_T _k,_ o

n, = jdn(t)=—j hd (Ga(;) XU”dA(:):—%M Ok=1,...,m (3.89h)

Per il significato fisico di moltiplicatori plastici, la funzione A(f)é monotona non

decrescente e pertanto
(@)= i rrgp(t +A)-N(®)|z0  0:0[0,7] (3.90)

Quindi, eseguendo I'integrale secondo Stieltjes della (3.90) su intervalli temporali qualsivoglia
contenuti in [0,7], ed in particolare sugli intervalli (z.;,%], si ottiene necessariamente un

risultato non negativo:

tfﬂ(z)dz: tde(z) =220 k=1...m (3.91)

i i
Le funzioni di snervamento ¢, coincidenti con i potenziali plastici nell'ipotesi di legge di
scorrimento associata, sono sempre non positive per il loro significato fisico e, in particolare, lo
sono anche negli istanti 7

@orX,)<0  Tk=1...m (3.92)
Similmente, per complementarita risulta nullo in ogni istante ed in particolare negli istanti # il

prodotto delle funzioni di snervamento per gli incrementi dei potenziali plastici:
@dr#) =0  0rO[0,7] (3.93)
Eseguendo ['integrale secondo Stieltjes della (3.93) su intervalli temporali qualsivoglia

contenuti in [0,7], ed in particolare sugli intervalli (z.;,%], si ottiene necessariamente un

risultato nullo:

T@Tio(z)dz = T@TdX(t) =@T(6k,ik)ik =0 [k=1..,m (3.94)

+ +
1 1
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Cio stante, le condizioni che definiscono un ciclo ammissibile di deformazioni plastiche si
traducono, nel caso particolare della storia di carico in esame, nel rispetto delle leggi di

scorrimento
—T

e :ML‘ n, = —Mxk Ok=1..m  (3.95a)
o

delle relazioni di complementarita

90i.X, )0 @ (0rX A =0 Ai20 Ok=1..,m  (3.95h)
e delle seguenti condizioni
T m _
Du = [ ()t = Y ue  Au=0neinodidiT, (3.95c)
0 k=1
— T_ m — JR— p—
ne” =& o (t)dt = Y i =Clhu (3.95d)
0 k=1
J— T_ m J—
An :=jﬁo(t)dt=2nk=0 (3.95¢)
0 k=1

Sempre dalla (3.85), scritta questa volta per f (t):EeT(t) e per c=€;, si ricava

immediatamente I espressione del lavoro dei carichi esterni su di un ciclo di carico:
T T m m
j o ()& o (0)dt = j a” (1) NGCHGIAYEDY or €f (3.96)
0 0 k=1 k=1

Analogamente si ricava I espressione dell’ energia dissipata su di un ciclo:
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}D(E” )t = CHOBEIGEIRONE (1))t =

Ot—N O—

o' ()3 eloo(t=1,)di=[X (1) A,00 (=1, )t =

L —T—p e—T—
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Nella precedente deduzione si € fatto uso due volte della (3.85), una volta scritta per
f(t)=0 (1)e c=¢i, laltra per £(f) =X (f)e ci=n,. Merita un commento la simbologia
utilizzata negli ultimi due passaggi: le espressioni oiEr —iZﬁk sono pari allenergia dissipata
negli istanti 7 (nei quali sihac = o.e X =X, ), ovvero a D(Ef ,ﬁk)e la funzione che descrive

I'andamento temporale dell’ energia dissipata € monotona non decrescente a gradini, dal
momento che le dissipazioni energetiche sono fenomeni irreversibili e che non vi sono

plasticizzazioni in istanti diversi dai #. Inoltre, dal punto di vista formale, le

. —T—p —T — . T T - - P
espressioniox £« — X, N, sono date dalle funzioni di dissipazione valutate ine. en,, ovvero a
D(Ef ﬁk) fatto questo fatto sara molto utile nello sviluppo di metodi diretti per I'approccio

cinematico (Cap. 5).

Quanto visto permette di riscrivere il teorema cinematico senza che compaia in alcun modo
la variabile temporale. Per maggiore generalita si ritorna alla trattazione del caso non associato,
cio che é possibile facendo ricorso al concetto di ciclo ammissibile di deformazioni plastiche di

tipo ¢ e di tipo ®, gia definiti nel §3.3.

3.30



TEORIA DELL’ ADATTAMENTO NEL DISCRETO

3.4.2 Condizione sufficiente di inadattamento

Nel caso della storia di carico (3.78), i cicli ammissibili di deformazioni plastiche di tipo ¢
definiti nel §3.3.1 assumono una forma del tutto analoga alle (3.95), con la sola differenza
consistente nel considerare un materiale fittizio con potenziali plastici assunti coincidenti con le

funzioni di snervamento (legge di scorrimento associata alle funzioni di snervamento), ovvero:

o e
_ 0d (0k,X,)— _ 0d (0r,X,)—
€ :g)\k Ny = —gm k=1...m  (3.98a)
00 0X
mentre le relazioni di complementarita si scrivono
$(0e.X,)<0 9 (0uX,Ae=0  Ai20 Ok =1,...,m (3.98h)
Inoltre si deve avere
Auy = Zﬁ¢k Aug =0 nei nodi di I, (3.98¢)
k=
Ney = ZEZk = C[Duy (3.98d)
k=1
An, = Zﬁwf =0 (3.98¢)
k=1

Cio stante la condizione sufficiente di adattamento del teorema cinematico diviene

CONDIZIONE SUFFICIENTE DI INADATTAMENTO

Se per il ciclo ammissibile di deformazioni plastiche di tipo ¢ (3.98) si ha
m —el —p m —p —
Or € > ) Dl€g,N (3.99)
> 0 s > Dlew.Ng)

allora il sistema é soggetto ad inadattamento in corrispondenza delle condizioni di carico

assegnate.
Analogamente, la equivalente condizione necessaria di adattamento diviene

CONDIZIONE NECESSARIA DI ADATTAMENTO
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Se il sistema é soggetto ad adattamento in corrispondenza delle condizioni di carico

assegnate, allora per il ciclo ammissibile di deformazioni plastiche di tipo ¢ (3.98) risulta

iEZTEZk < i D(Ezk Ny (3.100)

3.4.3 Condizione necessaria di inadattamento

Nel caso della storia di carico (3.78), i cicli ammissibili di deformazioni plastiche di tipo ®
definiti nel §3.3.2 assumono una forma del tutto analoga alle (3.95), con la sola differenza
consistente nel considerare un materiale fittizio con funzioni di snervamento assunte
coincidenti con i potenziali plastici (legge di scorrimento associata ai potenziali plastici),
OVVero:
0D (kX ) - _ aET(Ek Xi) -
€ ok =T7\k Neop = —TM Ok =1,....m (3.101a)

con relazioni di complementarita espresse da

0k X, )<B (E(Ek X —B) Ae=0  Ar20 Ok =1,...,m (3.101b)
Inoltre si deve avere

Auo = Zﬁmk Auo =0 nei nodi di I, (3.101c)
k=1

Aeo =y eor = ClDuo (3.101d)
=

An, = Zﬁq,k =0 (3.101e)
k=1

Cio stante la condizione sufficiente di adattamento del teorema cinematico, diviene

CONDIZIONE NECESSARIA DI INADATTAMENTO
Se il sistema e soggetto ad inadattamento in corrispondenza delle condizioni di carico
assegnate, allora per ogni scalare w=> 1 e per il ciclo ammissibile di deformazioni plastiche

di tipo ® (3.101), risulta
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S o eh > D(ek.n 3.102
a)kZ:le Eox >kZ=1 (Emk ﬂq,k) ( )

Analogamente, la equivalente condizione sufficiente di adattamento diviene

CONDIZIONE SUFFICIENTE DI ADATTAMENTO
Se esiste uno scalare w> 1 tale per cui, per il ciclo ammissibile di deformazioni plastiche

di tipo ® (3.101), risulta
n —el —p n —p —
WY O €t <) D|€ax,N (3.103)
kZl kzl (800 N0r)

allora il sistema é soggetto ad adattamento in corrispondenza delle condizioni di carico

assegnate.
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3.5 Delimitazioni

Si e gia avuto modo di notare nel Cap. 1 che il criterio di adattamento basato sull’ esistenza
di un limite superiore dell’energia dissipata non e da solo sufficiente di fronte alle esigenze di
tipo ingegneristico a motivo delle quali si conduce I'analisi di adattamento. Non si pu0 infatti
considerare ingegneristicamente accettabile la situazione in cui un sistema strutturale trovi il
modo di adattarsi solo dopo lo sviluppo di notevoli plasticizzazioni, le quali risultano in uno
stato deformativo talmente esteso da minare la funzionalita della struttura oppure da esaurire le
risorse di duttilita del materiale, oppure ancora da rendere non piu trascurabile I'influenza degli
effetti del secondo ordine (trascurati nella deduzione dei teoremi dell’ adattamento presentati in
questa tesi). E' pertanto necessario disporre di tecniche che permettano di tenere sotto
controllo I'entita dei processi di snervamento, mediante stime, eventualmente anche solo
approssimative, dei valori assunti in fase post-adattamento dalle grandezze ad essi legate.

L'esigenza di controllare le plasticizzazioni € particolarmente sentita nel caso di materiali
incrudenti, poiché in questo caso vi é il rischio che I'adattamento sia ottenuto principalmente
grazie alle accresciute dimensioni del dominio di snervamento in seguito allo sviluppo di
notevoli deformazioni plastiche. E’ infatti evidente che, ad esempio, nel caso di un materiale
che esibisca hardening di tipo isotropo ed in assenza di limiti sulle possibilita di espansione del
dominio di snervamento, vi sarebbe adattamento a qualunque dominio di carico.

I primi lavori al riguardo sono stati forniti da Kénig e Maier [45], Polizzotto [65], Corradi
[21], Panzeca, Polizzotto e Rizzo [64], Maier e Novati [56]. Quanto segue si rifa a
Corigliano, Maier e Picko[19].

1) DELIMITAZIONE SULLE FUNZIONI LINEARI DI A
Una combinazione lineare con coefficienti w = 0 dei moltiplicatori plastici cumulati, la quale

offre una misura del processo di snervamento, ammette il seguente limite superiore:
w'A < 1,(0)+ L (0)+w"\(0) (3.104a)
qualora risulti

6(5,%) <B-w (3.104b)
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essendo X(O) il vettore dei valori dei moltiplicatori plastici all’inizio del processo (solitamente

nullo a meno di pre-esistenti snervamenti).

2) DELIMITAZIONE SULLE FUNZIONI LINEARI DI e’
Una combinazione lineare con coefficienti r delle deformazioni plastiche cumulate ammette
il seguente limite superiore:
re” < 1,(0)+L,(0)+r"e"(0) (3.105a)
qualorarisulti

6(5 +r i) <B (3.1050)

essendo £'(0)il vettore dei valori delle deformazioni plastiche al’inizio del processo

(solitamente nulli a meno di pre-esistenti snervamenti).

3) DELIMITAZIONI SULLE FUNZIONI LINEARI DI ﬁ
Una combinazione lineare con coefficienti r delle deformazioni plastiche cumulate ammette
il seguente limite superiore:
v'n<,(0)+L(0)+v n(0) (3.1063a)
qualorarisulti
6(5,§ + v) <B (3.106b)
essendo ﬁ(O) il vettore del valori delle variabili interne cinematiche al’inizio del processo

(solitamente nulli a meno di pre-esistenti snervamenti).

4) DELIMITAZIONE SUL LAVORO PLASTICO

Il lavoro plastico sviluppato nell’intero sistema ammette il seguente limite superiore
j o ¢drs —|[qL (0)+ ,(0)] (3.107a)

qualorarisulti
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®(¢q6.X)<B  ¢>1 (3.107b)

5) DELIMITAZIONE SULL 'ENERGIA DI DEFORMAZIONE ACCUMULATA ( v )
L'energia di deformazione accumulata nell’ intero sistema, a causa dei riarrangiamenti alla
microscala del reticolo cristallino legati alle deformazioni plastiche ed espressi dalle variabili

interne cinematiche, ammette il seguente limite superiore

e

v =ji ﬁdr<—[L (0) +sL,(0)] (3.108a)

qualora risulti

6(5,&) <B O<s<l1 (3.108b)

6) DELIMITAZIONE SUGLI SPOSTAMENTI RESIDUI
Qualora, nello spirito dell’approccio alla Colonnetti, si imponessero le deformazioni

plastiche effettive al sistema, supposto indefinitamente elastico, questo esibirebbe degli

spostamenti, detti residui, indicati con u’ . Sia data una combinazione lineare degli spostamenti
residui con coefficienti P* (detti carichi fittizi, perché la combinazione lineare cosi ottenuta puo

essere formalmente interpretata come il lavoro esterno in una relazione dei lavori virtuali) e sia
o* la risposta indefinitamente elastica del sistema ai carichi fittizi. Cio stante, la suddetta
combinazione lineare ammette il seguente limita superiore

P*"u’ <7,(0)+7,(0+0* &°(0) (3.109a)
qualora risulti

6(5 +0* i) <B (3.109b)

Dimostrazioni
Come anticipato, le precedenti delimitazioni sussistono in virtu della diseguaglianza
fondamentale (3.7), scritta per opportune scelte dei parametri perturbativi elencate nella

seguente tabella (la barra significa che non vi sono limitazioni particolari, a parte, ovviamente,
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il valore nullo, il quale renderebbe nulla la combinazione e inutile la delimitazione

corrispondente).

q S r \ W
Delimitazione 1) 1 1 0 0 >0
Delimitazione 2) 1 1 / 0 0
Delimitazione 3) 1 1 0 / 0
Delimitazione 4) >1 1 0 0 0
Delimitazione 5) 1 [(0,3) 0 0 0
Delimitazione 6) 1 1 o 0 0

Il criterio che ha condotto alla compilazione della precedente tabella € ovviamente quello di
isolare sia nell'ipotesi che nella tesi della diseguaglianza fondamentale le sole grandezze
meccaniche che compaiono in ciascuna delimitazione, eliminando tutte le altre.

La delimitazione 6) merita tuttavia un’attenzione particolare, essendo di derivazione non
altrettanto immediata come le precedenti. Sia p la distribuzione di sforzi residui (pertanto

autoequilibrati) conseguente all'imposizione delle deformazioni plastiche effettive. Per il
principio dei lavori virtuali, scritto con riferimento alla statica conseguente all'imposizione
delle deformazioni plastiche effettive ed alla cinematica conseguente all' imposizione dei carichi

fittizi, la quale e congruente con spostamenti nulli al contorno, risulta allora

—T

p'(Do*)=0 (3.110)

Sempre per il principio dei lavori virtuali, questa volte scritto con riferimento alla statica
conseguente all'imposizione dei carichi fittizi ed alla cinematica conseguente all'imposizione
delle deformazioni plastiche effettive (ricordando che queste ultime devono figurare, quali
deformazioni anelastiche, insieme alle deformazioni elastiche nell' espressione delle

deformazioni totali presenti nel lavoro virtuale interno), risulta
o*"(e"+D p)=P*"u’ (3.111)
Dal confronto delle (3.110),(3.111) si deduce che

-p - -»r

P u’ =0*" ¢ (3.112)
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Cio stante, I'applicazione della diseguaglianza fondamentale al secondo membro della
(3.112) con i valori dei parametri perturbativi indicati in tabella fornisce immediatamente la

dimostrazione della delimitazione 6). [Q.E.D.]

| teoremi precedentemente dimostrati possono essere evidentemente utilizzati per trovare
delle delimitazioni superiori di una sola delle componenti dei vettori in gioco. Allo scopo e
sufficiente porre uguali a zero tutti i coefficienti della combinazione, eccetto quello
corrispondente alla componente di interesse, il quale andra invece posto uguale ad una
ulteriore variabile libera, ad esempio y.

Si noti al riguardo che la scelta y = 1, pur lecita se risulta verificata la (3.105b), non e
necessariamente la migliore al fine di ottenere una delimitazione di effettiva utilita pratica. Si
consideri, ad esempio, la delimitazione della j-esima componente del vettore delle deformazioni

plastiche di cui al punto 2), specializzata al caso di assenza di pre-esistenti snervamenti. Si ha,

per
ri=wl, =)0 0 - v =1 - 0 0 (3.113)
r'e’ =r € =ye; < 1,(0)+L,(0) (3.114)
qualora risulti
®(a +p+pw, X)<B (3.115)

La delimitazione ottimale corrisponde alla soluzione del seguente problema di

programmazione matematica:
&< = ryr})ixn{%(Le(O) +1,(0) | E(Ee FpEW, i) <B, y> o} (3.116)
E’ evidente che, qualora y non sia una variabile libera, non si otterra la delimitazione ottimale
ma una ad essa superiore (trattandosi di una minimizzazione), la quale, benché a favore di
sicurezza, potrebbe risultare molto elevata e, pertanto, di scarsa o nulla utilita pratica.
Lo stesso discorso si applica, anche nel caso generale, a costanti moltiplicative dei vettori r,
s e w ed agli scalari ¢ ed s, i quali vanno aggiunti alla lista delle variabili libere se si desidera

ottenere stime piu raffinate delle grandezze di interesse. La procedura da seguire e sempre

3.38



TEORIA DELL’ ADATTAMENTO NEL DISCRETO

guella di porre la delimitazione nella forma di un programma, in modo analogo a quanto sopra
esemplificato; solitamente s escludono snervamenti pre-esistenti, cio che si traduce in una
semplificazione delle condizioni (3.104b),(3.105a),(3.106a),(3.109a), che andranno scritte

senza I' ultimo addendo a secondo membro.
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3.6 Analisi limite come caso particolare

Come é noto, l'analisi limite si occupa della determinazione del carico portante di un
sistema, continuo o strutturale, soggetto ad assegnate condizioni di carico base invariabili nel
tempo ed amplificate da un unico moltiplicatore . Il massimo valore s di & in corrispondenza
del quale la struttura non collassa ¢ il fattore di sicurezza al collasso (plastico), mentre i carichi
che si ottengono moltiplicando per s i carichi base sono i carichi di collasso.

Poiché i carichi sono fissi nel tempo, si puo interpretare I'analisi limite come un caso
particolare dell’ analisi di adattamento, in cui il dominio di carico I si riduce ad un solo punto
nello spazio dei carichi, cosi che I'unica storia di carico possibile € quella identicamente
costante. Analogamente, anche il dominio A delle risposte indefinitamente elastiche
corrispondente al dominio I coincide con un solo punto nello spazio degli sforzi: si ha cioe
una sola risposta indefinitamente elastica alla sola condizione di carico e non vi e dipendenza
dalla variabile temporale né da parte dei carichi, né da parte degli sforzi. L’ effetto del
moltiplicatore dei carichi @ e ovviamente quello di provocare una traslazione sia di I sia di A
(che sono puntiformi) nei rispettivi spazi nella direzione della congiungente I'origine di
ciascuno spazio con il punto che rappresenta le condizioni di carico base e gli sforzi ad essa
corrispondenti, rispettivamente.

Qualora si desideri calcolare il fattore di sicurezza mediante metodi evolutivi € molto
comodo determinare il carico di collasso per mezzo di una analisi evolutiva in cui i carichi
crescano monotonamente nel tempo (in modo sufficientemente lento) e tra loro
proporzionalmente. Il valore in corrispondenza del quale la risposta del sistema diverge
corrisponde al carico di collasso.

Allo scopo di eliminare possibili ambiguita, € bene fare notare esplicitamente che,
nonostante quanto sopra affermato (ed i risultati di alcuni esempi di calcolo su particolari
problemi) potrebbe erroneamente indurre a credere, la situazione descritta e concettualmente
ben diversa da una analisi di adattamento su di un dominio di carico a forma di segmento
avente uno dei due vertici coincidente con I'origine dello spazio dei carichi e I'altro con il
punto che individua i carichi base. Si fissi infatti il valore di x4, e si consideri il teorema statico

dell’adattamento: se esiste una distribuzione di sforzi residui che porti I'intero segmento
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all'interno del dominio elastico, allora la stessa distribuzione é efficace anche per il solo
secondo vertice (quello non nullo), mentre non & ovviamente vero il viceversa. In alternativa,
sempre per un fissato valore di g, si consideri il teorema cinematico: tra le infinite storie di
carico oscillanti tra i due vertici del segmento vi e anche quella identicamente coincidente con il
secondo vertice (quello non nullo) e, pertanto, se il sistema si adatta in corrispondenza del
dominio di carico costituito dal segmento, allora lo fa (nel senso che non collassa) anche in
corrispondenza del solo secondo vertice, mentre non & ovviamente vero il viceversa. Ne
consegue che il fattore di sicurezza al collasso (analisi di adattamento sul solo secondo vertice,
ovvero analisi limite) & in generale non inferiore a quello all'inadattamento (analisi di
adattamento sull’ intero segmento).

Nel caso di dominio di carico puntiforme, quale e appunto quello dell’analisi limite, il
teorema statico e quello cinematico dell’adattamento si semplificano notevolmente, riducendosi

ai classici teoremi statico e cinematico del calcolo a rottura, come si mostra di seguito.

3.6.1 1l teorema statico del calcolo a rottura

Si supponga per brevita che le leggi scorrimento siano associate e che il materiale sia
perfettamente elastico, come assunto nella formulazione *“classica” dell’analisi limite (la
trattazione del caso generale non pone particolari problemi e segue in modo immediato, come
pure il caso non perfettamente plastico). Nel caso di dominio di carico puntiforme, la
condizione necessaria e quella sufficiente di adattamento fornite dal teorema statico fanno

riferimento alla possibilita di trovare una distribuzione di sforzi residui p in grado di portare

. - . . . . . e
all'interno del dominio di snervamento I unica risposta elasticac . Ponendo

e

G:=0 +p (3.117)
si ottiene una distribuzione di sforzi in autoequilibrata, perché o & in equilibrio con i carichi

assegnati, mentre P €& in equilibrio con carichi nulli e, pertanto, per il principio di
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sovrapposizione degli effetti® la somma dei due & in equilibrio con i carichi assegnati. Cio

stante, per il teorema statico dell' adattamento si ha il seguente

TEOREMA STATICO DEL CALCOLO A ROTTURA

Se esiste una distribuzione di sforzi G in equilibrio con i carichi assegnati ed interna al

dominio di snervamento, ovvero (p((}) <0, allora il sistema non collassa.

Se non esiste alcuna distribuzione di sforzi G in equilibrio con i carichi assegnati e non

esterna al dominio di snervamento, ovvero (p(6 ) <0, allora il sistema collassa.

Il precedente teorema coincide con il classico teorema statico del calcolo arottura, il quale
puo essere ritrovato su innumerevoli testi, tra cui Koiter [43] dove e formulato nel continuo

anziché in variabili generalizzate.

3.6.2 1l teorema cinematico del calcolo a rottura

Si supponga per brevita che le leggi scorrimento siano associate e che il materiale sia
perfettamente elastico, come assunto nella formulazione *“classica” dell’analisi limite (la
trattazione del caso generale non pone particolari problemi e segue in modo immediato, come
pure il caso non perfettamente plastico). La condizione necessaria e quella sufficiente di
adattamento o di inadattamento fornite dal teorema cinematico nella versione senza la
dipendenza dalla variabile temporale fanno riferimento all’ esistenza di cicli ammissibili di
deformazioni plastiche in corrispondenza dei quali il bilancio tra energia dissipata e lavoro dei

carichi esterni propenda a favore del primo o del secondo dei precedenti. Nel caso di dominio

% Si rammenta che il sistema su cui si ragiona, nello spirito dell’approccio alla Colonnetti, & B® ovvero un
sistema fittizio indefinitamente elastico.
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di carico puntiforme le sommatorie che compaiono nella definizione di un ciclo ammissibile di

deformazioni plastiche s riducono ad un solo termine:

Au:=Suw,=ws Au=uw=0 neinodidiTl, (3.1183)
k=1
— 1 — — —_— [e— —
Ae’ =S el =1 =Chu=Cu (3.1180)
k=1

Si puo interpretare il ciclo ammissibile di deformazioni plastiche definito dalle (3.118a,b)
come un meccanismo di collasso puramente plastico, che consente un atto di moto di ampiezza
arbitraria (purché piccola, nel senso della teoria del primo ordine). E quindi possibile ritornare
ad una formulazione in termini di incrementi di spostamenti e di deformazioni:

¢’ =Cu =0 neinodidirl, (3.119)
Si é gia mostrato nel §2.2.4 che risulta

—el' —p —T—

¢’ =F a (3.120)

Cio stante, per il teorema statico dell' adattamento si ha il seguente
TEOREMA CINEMATICO DEL CALCOLO A ROTTURA

Se esiste un meccanismo di collasso puramente plastico del tipo definito dalla (3.119) e

tale per cui [l'incremento del lavoro dei carichi esterni é maggiore dell’incremento

=T - . .
dell’energia dissipata, ovvero F a > D(sp), allora il sistema collassa.

Se esiste uno scalare w>1 tale per cui, per ogni meccanismo di collasso puramente

plastico del tipo definito dalla (3.119) [’incremento del lavoro dei carichi esterni sia

maggiore dell incremento dell energia dissipata, ovvero si abbia WF u< D(Ep), allora il

sistema non collassa.
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Il precedente teorema coincide con il classico teorema cinematico del calcolo a rottura, il
quale pud essere ritrovato su innumerevoli testi, tra cui Koiter [43] dove & formulato nel
continuo anziché in variabili generalizzate.

Si e detto che il teorema cinematico dell’adattamento generalizza quello cinematico del
calcolo a rottura; si noti che la natura della generalizzazione consiste essenzialmente
nell' introduzione del concetto di ciclo ammissibile di deformazioni plastiche, definito da Koiter.
Come osservato da Corradi in [22], qualora le deformazioni plastiche incrementali che
compaiono nella definizione di un ciclo ammissibile siano presenti contemporaneamente, cioe
nel medesimo istante, tale ciclo si riduce ad un cinematismo, cio che & il caso dell’ analisi limite.
Al contrario, nel caso di analisi di adattamento, e possibile che le diverse zone che sono sede di
plasticizzazioni siano attive in momenti diversi, purché la congruenza delle deformazioni

cumulate sia comunque garantita al termine del ciclo.
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