Estensione della teoria
dell o shakedown al
danneggiamento in poroplasticita

RIASSUNTO Si presenta un modello d materiale bifase in cui la fase solida puo sviluppare
fenomeni di danneggiamento. Si propane una descrizione discreta, mediante I’ approcdo in
variabili generalizzae d MEF, che cmnserva le proprieta esenziali del modello. Si propane
una estensione d presente antesto del teorema statico dell’ adattamento nel caso di legg di
scorrimento associate e qualora valga una ipotesi di stabilita del materiale (D-stabilit &)
oppatunamente definita.

Il danneggiamento dei materiali eil proces fisico che mndwce progressvamente dlaloro
rottura, a caisa del deterioramento delle loro caratteristiche meccaniche, quali resistenza e
rigidezza, quando ess siano soggetti a caico. Dal purto d vista fisico, il danneggiamento e
imputabile avarie caise, diverse a seonda della natura del materiale; in questa sede s
sviluppa un modello meccaiico del danneggiamento molto generale e non legato ala
contingenza del caso spedfico, tuttavia si pensa in particolare d caso d danno associato allo
sviluppo d deformazioni plastiche (danneggiamento dutile) e a quello d materiai
poroplastici che pud essere caisato, ad esempio, dallo sviluppo d microfesaure. Una possbile
applicazione d riguardo e lo studio d dighe, spedamente nonrecenti.

Alcuni  Autori hanno povveduto ad applicae la teoria dello shakedown a
dannegg amento, tra ai Polizzotto et alii [68], Borino et alii [3], Hachemi e Weichert [35,36].



CAPITOLO 8

Di seguito s presenta una posshile estensione della teoria dell’adattamento a caso d
materiali bifase in cui lo scheletro solido sia soggetto a danneggiamento, pendendo spurto dal
lavoro d Polizzotto et alii [66]. Le ipotesi sul modello del materiale devono essere in parte
ristrette rispetto alateoria sviluppata nei cgpitoli precalenti; predsamente lalegge astitutiva
deve esere asciata, ovvero le funzioni di snervamento devono coincidere wn i potenziali

plastici. Rimangonoinvecevalide tutte le dtreipotesi.

8.1 Modello di materiale per lafase solida

Si considera un modello d materiale per lafase solida caatterizzato da una energia libera

cosi definita
H :=U(e°,w)+V(n) (8.2

Nella (8.1) lafunzione H generdizza il concetto d energia libera di Helmoltz; e°é il tensore
(scritto come vettore) delle deformazioni elastiche; w é un tensore (scritto come vettore) che
racaglie le variabili di natura dnematica aciate d fenomeno d danneggiamento; U € un
funziondle mnves e definito pasitivo nell o spazio dell eg® per ogni valore asegnato d w; n
e il tensore (scritto come vettore) delle variabili cinematiche statiche eV € un funzionae
conves d .

Si asuume de le variabili i nterne dnematiche siano la somma di due cntributi, uno(n )
asciato a fenomeno ddla plasticita e l'dtro (ng) associao a fenomeno
danneggiamento:

n=n,+Ny (8.2
S nati che la (8.2 introdwce I'acoppamento dei due fenomeni, la plasticita e il
danneggiamento.

Ladiseguaglianza di Clausius-Duhem afferma ce

0'é-H=0 (8.3
essendo € il tensore (scritto come vettore) delle deformazioni totali, somma di €°e del tensore

(scritto come vettore) delle deformazioni plastiche €°:
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g=¢g°+¢” (8.4)
Sostituendo la (8.1) nella(8.3) si ha, con semplici passaggi,
T
(o_auej e1078 Yo NMpso 8.5
o€ 0w on
Poiché la (8.3) sussgste per ogni proces deformativo, si ottengono le seguenti condzioni e
definizioni:
ouU ouU ov
= 9=—-—— =— 8.6
oe*® 0w X on 8.9

Nelle (8.6) o € il tensore (scritto come vettore) delle forze termodinamiche asociate ali
incrementi die®, cioé il consueto tensore degli sforzi; 9 € il tensore (scritto come vettore)
dell e forze termodinamiche, dette forze di danneggiamento, associate ali i ncrementi di w; X
il tensore (scritto come vettore) delle forze termodinamiche as<ociate ali incrementi delle
variabili i nterne dnematichen, cioeil consueto tensore dell e variabili i nterne statiche.
Lafunzione di disgpazione intrinsecaper lafase solidasi scrive

Ds(ép,d),r']) =0'€°"+3 ' w-x'n=0 (8.7
e risulta non regativa per le (8.5 e (8.6). Essa éindtre mnvessa, omogeneadi grado unoe
differenziabil e. Risulta pertanto

D, a0

0= = =-— 8.8
0¢’ ¢ 0w X on 89
Si porga
Ds = I:.)s,pd - I:.)s,in (89)
D,, :=X"A =V (8.10
D,y =0 €°+9T® (8.1

La (8.10 rappresenta la densita (per unita di volume) di energia di deformazione acamulata
nella microstruttura grazie d meccanismo combinato d plasticita e danneggiamento, mentre
la (8.11) rappresenta la densita (per unita di volume) di disspazione energetica, causata dal
medesimo meccanismo combinato d plasticita e danneggiamento, alle spese della quale pud

avvenireil riarrangiamento dellamicrostruttura del materiale.
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CAPITOLO 8

Per 1a (8.2) e posshile separare i contributi ala funzione di disspazione intrinsecaoff erti

rispettivamente dal meccanismo d plasticita edaquello d danneggiamento:

D,(£°,6,1) = D, ,(£°.1,) + D,y (c0,N) (8.12
D,,(£°.1,) :=0"¢"-x"n, =0 (8.13)
Dy (0n,) :=8"0-x'n, =0 (8.13h

Si asaume che siail proces plastico, sia quello a danno siano governati ciascuno ca una
legge di scorrimento associata. Si introducono pertanto ura funzione di snervamento ed ura
funzione di dannegg amento, date rispettivamente da

¢, = (0,p,X) D, =D, (9,X) (8.19
le quali fungono anche da potenziali plastici e di danneggiamento, rispettivamente. Anche la
pressone p contribuisce tramite la (8.14a), ai process di snervamento. Si asume de
entrambe le funzioni (8.14) siano convess nell e rispettive variabili e, come di consueto, si
utilizza la rappresentazione vettoriale per racagliere in uriunica funzione (appurto
vettoriale) tutti i modi disponibili, senza predudere apriori la possbilita de le funzioni in
esame siano nonlisce Si nati che, a causa dell’acoppamento trail fenomeno ddlla plasticita
e quello del danneggiamento, le variabili i nterne statiche X compaionoin entrambe le funzioni
ma de queste ultime sono comunqte definite in spazi distinti. E' importante notare die la
dipendenza di ®, da x significa e la soglia di danneggiamento e dipendente dall o stato del
materiale, il quale eéinfluenzato sia dall’entita del fenomeni di danneggiamento, sia da quella
delle plasticizzazioni che si sonoregistrate nell a storia del materiale.

Lelegg di scorrimento Si scrivono

o’ . T
gP = ao" A, w:a;;d A, (8.1%)
e
. P . oD .
np:_ aXp |:)‘p nd == 0)(d |:l‘d (815b
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Nelle precadenti si sonointrodatti dei vettori di moltiplicatori plastici e di danneggiamento,
traloro dstinti, naturalmente.

Lerelazioni di complementaritasi scrivono

¢, <0 ®, <0
A, 20 Ag20 (8.19
®'A, =0 ®;A, =0

8.2 Formulazionein variabili generalizzate

Anaogamente aquanto fatto in precadenza, la teoria verra sviluppetain termini di variabili
generdlizzate, cosi che sia possbile fare riferimento ad urma formulazione discreta de
conservatutte le caatteristiche essenziai del problema.

Rispetto a quanto visto nei cgpitoli precedenti, in questo contesto s rende necessrio
modellare anche i campi delle variabili statiche e ¢nematiche as<ciate d danneggiamento, le

quali risultano coniugate in seguito a quanto sopra esposto circa il modello del materiale.
Siano W, (x) eW, (x) le matrici delle funzioni di forma esianod ewi vettori delle variabili

generalizzate nel senso d Prager corrisponcenti, rispettivamente a campi delle variabili

statiche 9(x) e dnematiche wXx) del danneggiamento. Si ha:

F(X) = W, (x) D w(x) = ¥_(x) [ (8.17)
Jw5 () 0,()dQ =1 (8.19

Ora enel seguito si sottintendera sempre che cntinuino avalere le osservazioni di cui a Cap.
2 circala natura ele proprieta delle variabili generalizzate, le quali, per brevita, nonsaranno
ripetute.

Poiché apriori non v € motivo d privilegiare uno dei due fenomeni, i moltipli caori
plastici e di danneggamento vengono dscretizzati mediante le medesime funzioni di forma,

coincidenti con qgell e giaintrodate nel Cap. 2.



CAPITOLO 8

A0 =W, (00, (8.1%)

Ay(X) =W (x) g (8.19H
Anaogamente a quanto fatto nel Cap. 2, s definiscono le variabili generalizzate per le

funzioni di snervamento e danneggiamento come di seguito:

®p 0= W] (x) [, (x)dQ (8209
Py 1= [ W] (X) [, (x)dQ (8.200
Per le (8.16) risulta Q
Dok, = [0 (0@, ()dQ2=0 (8.219)
®iAa =[] (x) B, (x)dQ =0 (8.21h

Come gia osservato nel Cap. 2 la scdta delle funzioni di forma dei moltiplicaori deve
esEre tale per cui continuino avaerele dtrerelazioni di complementarita, anche in termini di

variabili generalizzate:
®,<0 Ap20 (8.229)

P4 <0 Ae20 (8.22
Rimangono \elide le cnsiderazioni di cui a Cap. 2 circa la posshilita ele modalita di
operare tale scdta, trattandasi di un problema di natura essenzialmente matematica enon
legato al contesto fisico particolare.

La modell azione dell incrudimento rimane invariata rispetto al Cap. 2

X=[W,00x0dQ 0 =[w, (x)H(x)dQ (823

Tuttaviale variabili i nterne statiche risultano essere lasommadi un contributo derivante dalla
plasticita edi uno derivante dal danneggiamento

n=n,+n, (824
Le funzioni energetiche vengono introdate in modo analogo a quanto gia fatto nel Cap. 2,
ovvero mediante integrazione nell o spazio:

H=U+V (8.29
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= [H(x)dQ U := [U(x)d V := [V (x)dQ (8.26)

Derivando le (8.26) s ottiene:

el
=% P go-= | w7002 do (8.274)
© 0g  Og° 2 0g°®
aw = iUdQ i = Ga—dQ j W’ (x)aa—dg (8.27h)
ov 0 on" oV . . \Y
an aﬁQVle i o %dn_ iwn(x)%dQ (8.27¢)

Si impongano orain formadebole le (8.6)

iwl (X)(O(X) - g:e de =0 (8.283)
i L|JI,(X)(19 (x)+ g—:)dQ -0 (8.28b)
j w; (x)(x(x) - a—j =0 (8.28¢)
Per le (8.27) Si ottiene:
o= ggUe (8.29a)
9= —g—g (8.29b)
X = 3—\2 (8.29¢)

D,:=0' & +8 ®-x 0 (8.30)
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CAPITOLO 8

Aggungendo il contributo alla disspazione energetica dovuo ala fase fluida, s ha la
funzione di disgpazione intrinsecaper il materiale bifase, che, in variabili generalizzate, s

scrive
D=0 £ +8 @-x A+p ¢ (8.3)

Per la successva dimostrazione del teorema statico dell’adattamento e utile la seguente
proprieta. Siano cdhti due stati ()’ e (.)” di uno stes sistema, entrambi arbitrari ma
soddsfacenti le legg di scorrimento e le relazioni di complementarita. Indicata mn A(.) la
differenza ()~ ()", in virtu della asciativita delle legg di scorrimento risulta

necessariamente

—T,5p T, =T, = -1 5P
Ao AE" +A8 Aw-AX AfR+Ap AL =0 (8.32

Dimostrazione

Per brevitas pore

(p’p ::(pp(0'1 ', ') ad ::6(1(?1?)

a(p'p :% aad _:%
o0 o0O___ o0 O
o T (8.33
Hp ::(pp(0"1 II1 II) (plld ::(pd('8”1x”)
00 o o0 o0
a"X".p 9".X
Per la onwvesstadelle funzioni di snervamento e danneggiamento, risulta:
—1\T —1\T —1\T
. o a(p: . _ a(pr o . a(pr o .
" > T _D O.H_o.l + _D "y _p " o_
02, o) (07-0)H 2] (X X)[GPJ(IO ')
- : - . (8.39
e ¢y | (gv_3 Q| (v T
> = (9" -9 )+| —= -
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ESTENSIONE DELLA TEORIA DELLO SHAKEDOWN AL DANNEGGIAMENTO IN POROPLASTICITA’

o7 | o7 | op'" )
P Tl (p” el (p” v' v (p" AT Al
Q,z20" + aap (o -0 )+ aip (X -X )+[ aBpJ (p _p)
(8.39
(e o0 | = —
(prd 2(p"d + a§d (8!_8!1)_'_ aid (XI_XH)

Si rammenta che le precalenti disequazioni vettoriali valgono comporente per comporente;
pertanto, molti plicando la (8.348) per i moltiplicaori plastici e la (8.340 per i moltipli caori
di danneggiamento corrispondenti a proces (.), s ha, per la non regativita del suddetti

molti pli catori:
30— ¢ — Q| —
(p”;)\'pZ(pl:;)\'p"'(o-”_o-') _p Arp_'_(xn_xl) _p )\,p+(p” pr) _p A'p
0o 0X op
s - (8.36)
T =Ty (w9 oo\ 99 T
TR a2 @R+ (57 -5) o Ra+ (X)) TR

Analogamente, moltiplicando la (8.35) per i moltiplicaori plastici e la (8.350 per i
moltiplicatori di danneggiamento corrispondenti a proces (.)”, si ha, per lanon regativita
dei sudcetti molti pli caori:

09", 09", 09",
T T T -— T -— T -—
(pl-;AupZcpu-;Anp_'_(o.l_o.u) aap Anp_'_(xl_xn) aip Aup_'_(pr_pn) aBP A”p
(8.37)
S S P P
a;j\”d ZFZ).\”(} +(§—F)T —(apgd )'\”d +<T_T)T a(p_d )‘\ud

oX

Per le relazioni di complementarita sono ndli i primi addendi a seacondo membro sia delle

(8.36a,b) che delle (8.37a,b), da aui segue

0P,

—T
(pIIpAIp 2

(-5

r g,

o> (57-5)

A

x'p +(F_T)T

-0

—T

L0} o

(8.39
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T 0Q" _ __.10
¢ )\”p_(o o”) ;pp)\" (x'—x”)T _

-~ - r e _” N v N TT \

Sostituendole legg di scorrimento, le quali sono fer ipotes associate, le (8.38 divengono

WR 2 (07 -5 & - (X7 x) T+ (57 -p) T

o e (8.40
¢ Na2(97-8") @' -(x"-X) A’y
mentre le (8.39 divengono
—,T)F >(g'-g") &"" M m 5 =\ 7
i O .41
O A"a2(97-97) @ - (x ~X") A",
Sommandomembro amembro le (8.40a,b) s ottiene:
=\ P (i 7 (s v (v e (AT .
(07=07) & +(pT=p") T +(87-97) &'~ (x - x") (W7, + 1) 2 6.4

> AN -@ A 20
esendo l'ultima diseguaglianza una cnseguenza delle relazioni di complementarita, ovvero
dellanon paitivitadelle funzioni di snervamento e danneggiamento e della non regativita dei
moltiplicatori plastici e di danneggiamento, rispettivamente. Analogamente, sommando

membro amembro le (8.41a,b) si ottiene:
(07 -0) & (0787 & (X X (7 ) P
> —a;j\"p —a;j\"d =0

dowe l'ultima diseguaglianza mnsegue dalle stese motivazioni addate per le (8.42.

Ricordandole de

W:Ep-'-ﬁd F:Fp-i-r‘l”d (844

le (8.42),(8.43 divengono,rispettivamente,
NG E"+AT @ —AX R +Ap T 20 (8.45
NG & -AF G +AX AT -Ap 2" 20 (8.46

Sommandomembro a membro le precalenti, si ottiene:
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05" (e &) 8" (&) o (i -)+00' (€7 -0 20 (@4
ovvero

—T =P =T - —T - -7 =P
Ao A¢ +A9 Aw-AX AQ+Ap AT =0 [QED]

8.3 Considerazioni preliminari allateoria
dell’ adattamento

8.3.111 conceto di D-stabilita

Nella teoria dell’adattamento, sviluppata di seguito, risulta quciale una ulteriore ipotesi
riguardante |a stabilit a del materiale edetta D-stabilit & Predsamente, si consideri iniziamente
un sistema poroplastico B, discretizzato mediante variabili generalizzate, soggetto per =0 ad
una storia di carico costituita da forze F(t) e pressoni p(t) imposte sui nod di Mo le quali
siano funzioni del tempo (t) ma variabili in modo quasi-statico, osda in modo
sufficientemente lento da non indure gprezzabili fenomeni inerziali. Si supporga e un
agente esterno applichi per O<t<t in modo quasi-statico ura perturbazione wstituita da AF(T)
e AP(r) imposte sui nod di p, cosi da indure un a nuowva storia di carico, perturbata,
costituita da F(7) + AF(r) e p(r) + AP(r) imposte sui nod di I'p. Si supporgaindtre dela
perturbazione possa riguardare anche le wndzioni iniziai e doe de possa mutare lo stato d

snervamento e di danneggamento in cui B si trovainiziamente.

L’energia L chel'agente esternofornisce ad sistema edatada

L=W+[(AF Au-Ap AG)dr (8.49

O S

esendo W ura mstante che rappresenta I’'energia richiesta per mutare lo stato iniziale di
snervamento e danneggiamento; Aue A la differenza tra gli spostamenti ed i fluss,

rispettivamente, relativi alla storiadi carico perturbata equell a df ettiva.

Per il principio dei lavori virtuali generalizzato a sistemi bifase, la(8D1) diviene
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CAPITOLO 8

L=W+[(AcAg+Ap AL -Ap' G Ag)dr

O )

(8.49

Scomporendo le deformazioni totali ed il contenuto d fluido totale nella somma della

porzione dastica edi quellaplastica |a precalente diviene

t —e _ - T — —
L=W+[[Ac A +AG AE" +Ap AT +Ap'AL -Ap' G Ag |dr
P P p'G'Aq
0

Sommandoe sottraendoil termine AS ' Ac - AX AR s pudscrivere equiva entemente:

t —e - _ _ o _ _
L=W+ J-(AETAEE +Ap' AL -Ap' G Ag-AY A® +AxTAr']de +
0

t —
+f (AETAE "+ 0p A+ 08 MG - AXTAﬁ)dr
0
Posto

W(t) := W+ (AETAEE +Ap AL AT D@ +AX AR -AD GTAa)dr

[ M——

t —
) := j(AETAE" +0p' A +A9TAw—AxTAn)dr
0
la(8.48 puod qund essere espressanellaforma

L(t) =W(t) +J(t)
Si nati incidentalmente ce, in virtu della (8.32), s ha
NG AE" + AT AG-AYX AR +Ap AL 20

equindi, in ogni caso, risulta

cioe J e unafunzione positiva emonaonamente non ceaescente del tempo.

(8.50

(8.51)

(8.52

(8.53

(8.54)

(8.59

(8.5

Cio stante, si dice deil sistema B & D-stabile se, e solo se, per ogni storiadi carico F(),

p(t), per ogni perturbazione AF(T), AP(r)e per ogni istante t, W(t) risulta essere

inferiormente limit ata:

OAOR | W(t)2A>-w [t>0

8.12
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Si nati che, se A>0 oppue anche se W(t) = - J(t) in ogni istante, alorarisulta L(t)=0 e si
parla dlora di sistema stabile in grande nel senso d Drucker, cio che significa de il sistema
asorbe energia dall’esternoin corrispondenza di qualungue perturbazione del tipo descritto in
precalenza. Si fa notare tuttavia che nel caso generale non € detto che la D-stabilit & impli chi
(né tantomeno sia implicaa) dalla stabilita in grande nel senso d Drucker. Al fine di
dimostrare il succesgvo teorema dell'adattamento si richiederala mndzione della D-stabilit &,
Cio che mstituisce indubbamente una difficolta di natura teorica nel definire la das= di
materiali cui sia posshile gplicare tale teorema, dal momento che, a differenza di quella di
stabilit ain grande secondoDrucker, la definizione di D-stabilit & € puramente matematica edi

difficileinterpretazionefisica

8.3.2 Definizione della risposta por oelastica fittizia

Come gia oservato, il sistema poroplastico B & soggetto ad un a storia di carico F(T),

p(1). Larispostadi B & ovviamente poroplastica edanneggiante, cioé & caatterizzata dallo

sviluppo d deformazioni plastiche, d acaimulazioni irreversibili di fluido e di un progressvo

deterioramento dell e caatteristiche meccaniche del sistema

CONDIZIONI STATO INIZIALE
DI DI SNERVAMENTO
CARICO E DANNEGGIAMENTO
c P ZpP -
F €o ZO Wo no

—1 Tl

Y vy v

SISTEMA SISTEMA
POROPLASTICO POROELASTICO
EFFETTIVO FITTIZIO
RISPOSTA RISPOSTA
POROPLASTICA POROELASTICA
EFFETTIVA FITTIZIA

Fig. 8.1 Sistema poroplastico effettivo B e sistema poroelastico fittizio B®
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CAPITOLO 8

Si consideri ora, nello spirito d quell o che in ambito elastico-perfettamente plastico e detto
approcco alla Colonretti, un sistema fittizio B® il quale sia caatterizzato dalla medesima
geometria e ondzioni di vincolo d B ma de sia privo d limiti di snervamento e di

danneggiamento. Si assuma dhe su B agiscano le medesime condzioni di carico che agiscono
su B g, in aggiunta aqueste, su B® siano imposti uno stato iniziale di plasticizzazioni €0, UNO
stato iniziale di acawmulazioni irreversibili di fluidozg, unostato iniziale di dannowoed uno
stato iniziale di incrudimenton, . Si assuumainfine che le proprieta poroelastiche di B sianole

stesse che posederebbe B qualora es® fose in unostato d danno pari awo . In seguito ala
asenza di limiti di snervamento e danneggiamento, la risposta di B® & indefinitamente
poroelastica per qualunge mndzione di caico, anche se risulta dipendente dallo stato d
danno impostowo . Cid significa te le grandezze dnematiche che descrivonoi process di

snervamento e danneggiamento sono costanti nel tempo e pari ai valori iniziali:

=P

— — ~Pp — — — —
e'M=& T M= Gn=6 AM=f, Ot (8.58
e, conseguentemente, sono nuli gli i ncrementi di suddette variabili:

=P

=0 ¢ =0 &=0 {=0 (8.59
B® & detto sistema poroelastico fittizio e la sua risposta € detta risposta poroelasticafittizia (e
contrassegnata da un cgppucao). Indicando con A(DY := (DI- (1) la differenza tra la risposta
poroplastica dfettiva di B e la risposta poroelasticafittizia di B®, per 1a (8.59 si ha, nel caso
degli incrementi delle grandezze dnematiche che descrivono i fenomeni di snervamento e

danneggiamento,
AP =g® A =0  Ae=w AR=R (8.60
Cio stante, sara utile d fine di dimostrare il successvo teorema di adattamento fare
riferimento ad ura perturbazione che, in presenza di asegnate mndzioni di carico F(7),

P(1) agenti siasu B che su B® permetta di passare dall o stato del sistema poroplastico fittizio

B® a quello del sistema poroelastico effettivo B. In particolare & utile determinare la forma

asuntadallafunzione W(t) nel caso d tale perturbazione.
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Allo scoposi consideri che, essendo B e B® soggetti alle medesime condzioni di caico, S
ha

AF =0 AP =0 (8.61)
e la perturbazione s riduce a urma modificazione dello stato d snervamento e danno.
Applicandoil PLV generalizzato asistemi bifase, si ha, per le (8.61),
NG AE+Ap AL -Ap G'AG=AFTAG-AD AG =0 (8.62
ovvero, separandoi contributi plastici daquelli elastici,
NG AES +AG AE" +AP'AL +AP' AL -Ap G AG=0 (8.63
g, riordinandoi termini,
AG'AES +Ap AL -Ap G AG=-AG AE" -Ap' AL (8.64)

Pertanto la funzione W(t) diviene:

t —e o . . _ L _
W(t) = VT/+j(A6TA§e +Ap AL -A8A®+AY AN —ApTGTAq)dT =
’ (8.65
= vT/+j(—A6TA§" ~Ap AL -AT MG +A§TAﬁ)dr
0
Si nati che derivandorispetto al tempo si ottiene
V()= -Ac A" -Ap A7 - AT AG+AX AR (8.66

In generale s pud sempre individuare per ogni sistema bifase un periodo transitorio
oppatunamente lungo a termine del quale é posshile mnsiderare estinti gli effetti delle
condzioni iniziali. Si parla dlora di risposta poroplastica dfettiva aregime e di risposta
poroelastica fittizia a regime per identificare il comportamento del sistema a transitorio
esaurito. Si naoti che il suddetto transitorio deve essere sufficientemente lungo da poter

considerare trascurabili, nel caso della risposta poroelastica fittizia aregime, anche gli eff etti

dell'imposizione dell o stato iniziale di snervamento €0, , N, € danneggiamento wo .
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8.3.3 Criterio di adattamento

Nel presente mntesto s intende @n il termine di adattamento la cesszione, dopo un

periodo transitorio iniziale, di ogni fenomeno irreversibile del comportamento del materiale
bifase, il quale pertanto a regime non sviluppa deformazioni plastiche (§p =0), non
accumulairre'versibilmenteﬂuido(ZTp =0), nonsi danneggia (@ = 0) e presenta dei limiti di
snervamento e danneggiamento immutabili nel tempo (1 = 0). In dtre parole la risposta a
regime del sistema € in condzioni di adattamento, puamente poroelastica e non

danneggiante, essendole grandezze che descrivonoi fenomeni irreversibili (¢°,2",0,n) pari

ai vaori raggiunti a termine del transitorio inizidle. Ne mnsegue de I'energia disspata
risulta superiormente limitata qualora s abbia alattamento e solo in tale cao, ovvero si

asumeil seguente aiterio d shakedown:

to o0

t -~ _T — —_T —
lim D(t)=!imj(ET§"+5sz+sTw—xTnjdr<+oo (8.67)
—0000

La (8.67) generdlizza il criterio d adattamento per materiali bifase, includendo la

possbilitadi comportamento danneggiante dell a fase solida.

8.4 Teorema statico dell’ adattamento

Nel caso d sistemi bifase il cui comportamento pud essre riconddto a modello
precalentemente descritto, € posshile estendere il clasgco teorema statico dell’adattamento

(teoremadi Melan), come mostrato d seguito.

8.4.1 Condizione necessaria di adattamento

Se unsistema D-stabile ésoggetto adadatamento in corrispondenza del dominio d carico

assegnao, dlora esiste almeno uno stato iniziale di snervamento e danreggiamento,
caratterizzato da valori inizali §§,E)o,ﬁoezgdelle variabili di natura cinematica ed

irrevesibile de descrivono i due fenomeni, tale per cui la corrispondente risposta
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poroelastica fittizia a regime a qudunque azione esterna appatenente a 1 soddsfa le

condzoni di amnisshilita plastica e di danreggiamento

9,(6.X.6)<0 O ,(9.X)<0 (8.68

Dimostrazione

Per ipotesi s ha aattamento. Cio implica I'esistenza di una risposta puramente
poroelastica dopo un griodo transitorio iniziale, cioé in condzioni di regime, dopoche si
sono esauriti gli effetti delle condzioni iniziali, gli eventuali fenomeni di snervamento e
danneggiamento e gli effetti da esg inddti (si fa presente che, a caisa dei fenomeni diffusivi,
ocoorre un ceto periodo d tempo dopola cesszione del fenomeni di plasticizzazione e
danneggiamento affinché si estinguano gli effetti ad ess dovuti). Identificandoi valori iniziali

§§,E)o,ﬁoezg con quelli presenti a termine del suddetto transitorio, la risposta rede in

termini di grandezze di natura statica deve essre tale da rispettare le @ndzion di

ammisshilit a plastica edi danneggiamento (8.68). [QE.D]

8.4.2 Condizione sufficiente di adattamento
Dato unsistema D-stahil e, se esiste almeno unoscalare m> 1 ed dmeno unostato iniziale

di snervamento e danreggiamento, caratterizzato da valori iniziali €6,wo,n,e , delle

variahili di natura cinematica ed irrevesibile the descrivonoi due fenomeni, tale per cui la
corrisponcente risposta paoelastica fittizia a regime a qudungle azione esterna

appatenente a I soddsfa le mndzoni di ammissbilita plastica e di danreggiamento.
@(m@, mi,mf)) <0 O 6d(m1§m§) <0 (8.69

allora il sistema e soggetto ad add@tamento in corrispondenza del dominio d carico

assegnao.

Dimostrazione

Per brevitas pore
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?, =0, (M. mX.nB) @, :=0,(m ) (8.70

Per la cnvesstadelle funzioni di snervamento e danneggiamento, risulta:
—1N\T —T\" —T\"

~ — ade 7_— a(pp > a(pp ~_

0,20, | -5 (x| |

0,20, + @JT(ma-s) ["’aj(m—i)
¢ 09 ox

(8.7

Si rammenta de le precalenti disequazioni vettoriali valgono comporente per comporente;
pertanto, moltiplicando per i moltiplicatori plastici del processo effettivo, i quali sono non
negativi, sl ha

~ = T — _ . _ a -~ — _ .
(p:,)\p 2@ Ay +(m€r—o)Tﬁ}\p +(m)(—)()T ai;_(p)\p +(m|6—p)T&}\p

$:Xd 261}11 +(m§—§)T %_(1';—: Xd +(m§—X)T aa(%i )T\d

| primi addendi delle (8.72a,b) sono nuli per complementarita esi ha pertanto:

—T

T o — _ o -
(b:,)\p2(m6—6)T%}\p+(m)A(—x)T%)\p (mp -~ p) a‘;[;p}\p

~ 8.73
ko =6 -5) 225+ (mk )" 25,

Sostituendolelegg di scorrimento, le quali sonoasociate per ipotesi, s ottiene:

—\TZ=P

E)Xp > (mg—E)TEp —(mi—i)Tﬁp +(mp-p) ¢

e _ (8.79
o,ha = (md -5) - (mg -X) A,
Sommandomembro amembro le (8.74a,b), si ottiene:
— T (& TTf___ T ,— — TP
bl A

2 _(ppAp _(pdAd 2 O
dove I'ultima diseguaglianza mnsegue dalle relazioni di complementarita, tenendo pesente

da una parte la non pgitivita delle funzioni di snervamento e danneggamento e dall’dtra la
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non regativita dei moltiplicaori plastici e di danneggiamento, rispettivamente. Ricordando

che
n=n,+n, (8.7

la(8.75 diviene

— ~\T—p = ~ Tf — ~\T+— — T3P

(o—mo) € +(8—m§) w—(x—mx) n+(p—rrp) (¢ =20 (8.77
Riordinandoi termini si ottiene:

T T T _T —T— ~T— 7= 7=

G & +9 @-X A+p pzn(aTeHa a)—f(Tmpsz) (8.79

ovvero, per ladefinizione di funzione di disgpazioneintrinseca
D(t)> n(ETE" +§T6—§Tﬁ+6TZp) (8.79
Sommandoe sottraendolafunzione di disgpazioneintrinseca si ha:
D(t) 2 n‘(ngp +§T(T)—§Tﬁ +BTZPJ +mD(t) —n‘(ETgp +§T6—§TE+BTZF’) (8.80
Riordinandoi termini, si ottiene
(1-mD(t)> rr{(E—E)TE" +(§—E)Ta—(i—i)Tﬁ+(6—5)TZp) (8.81)

Dividendo per (1-m), che énegativo, S ricava

D(t)s-ml_l((a—a)Tgp+(§-§)Ta-(§-g)Tﬁ+(a_5)Tz ) (8.82

Si porgaA():=(J)-(t) e si facda riferimento ad ure perturbazione operata da un agente

esterno che, tramite un cambiamento dello stato iniziale di snervamento e danneggiamento,
permetta di passre dalo stato del sistema poroelastico fittizio a quello del sistema
poroplastico eff ettivo. Ricordandola (8.66) si ha,

m

D(t)<- (—AETAEp —A9 A@+AX AR-Ap AL pj =" i) (883

Integrandola (8.83 s ricava:

(8.84)
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Poiché si suppore per ipotesi che il sistema sia D-stabil e,
OAOR | W(t)2A>-w [Ot20 (8.89

equind s puo Uteriormente maggiorare I'energia disgpata

m
D(t) <
U —

[VV— A] < +00 (8.8

la quale risulta pertanto essere superiormente limitata per ogni valore di t. Ne nsegue

immediatamente che

lim D(t) < +co (8.87

t - 400

ovvero s ha alattamento. [QE.D]

8.4.3 Difficolta introdotte dal danneggiamento

Nonacstante la somiglianza formale, il teorema statico d adattamento sopra dimostrato
risulta notevolmente piu comples delle analoghe versioni valide in asenza di fenomeni di
danneggamento. La difficolta risiede esenziadmente nella dipendenza delle proprieta

elastiche del materiale dall o stato d dannosvil uppeto; poiché quest’ultimo none noto a priori

ma &un incognita del problema (lo stato d danneggiamento wo), nonsono nde neppuce le
risposte dastiche a carichi assgnati. Come si vedra tra breve, la dipendenza di queste ultime
ddlo stato d danno noné indtre lineae, neppure nell’ipatesi che siatale la dipendenza della
matrice D daw .

Queste difficolta sono ndevoli qualora si voglia gplicare il teorema dla risoluzione di
problemi concreti, anche se molto semplici. Nello sviluppo d metodi risolutivi si rende infatti
necessario operare una discretizzazione del problema e sia utilizzando la temica delle
variabili generalizzate, sia dtri metodi, il numero dell e variabili che descrivonoil danno viene
ad essre inevitabilmente devato, anche per problemi di picoole dimensioni. Anche

nell’'ipotesi di danneggiamento isotropo (la funzione tensoriale w(x) si riduce a ura funzione

scdare w(x)) lo stato d danno rimane sempre descritto da un \ettorew; a caisa della
dipendenza non lineae del problema da tali (non pahe) variabili risulta molto oreroso un

gualunge metodorisolutivo.
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Allo scopo d confermare quanto sopra osservato si mostra di seguito come anche nel caso
di un modello molto semplice ma in presenza di danneggiamento, c¢i si imbatta in dfficolta
difficilmente superabili . 1| modello che si asaume, che per semplicita s limita ad unmateriale
mondase, s basa sull'ipotesi che lo stato d danno in un pumo del materiale sia isotropo e
dipendente solamente dalle plasticizzazioni ivi sviluppate. Predsamente, indicato con la
variabile scdare d(x) (che prende il posto delle variabili cinematiche del danneggiamento w)
lo stato d danno rel purto x, es sia legato agli y moltiplicatori plastici Ax(x) (a =1,...y)
dall’espressone

d(x) :1—i;\a(x) (8.89

In asenza di plasticizzazioni (A4(x)=0) il materiale € perfettamente integro (d(x)=1), mentre
s suppore che qualorail valore di d(x) scenda d di sotto d una ceta soglia d* il materiale

possa wnsiderarsi completamente danneggiato e pertanto non pu in grado d resistere dle

soll edtazioni. Si discretizz il continuo mediante variabili generalizzate esiad il vettorein cui
s racolgono quelle dhe discretizzano il campo d(x); 1a(8.88 puoessre tradattain termini di
variabili generalizzate mediante un oppatunolegame lineaetrad el :
d=v-WA (8.89

esendov un \ettore tutti gli elementi del quale sono pari ad 1 e W una matrice de provvede
ad “estrarre” i moltiplicatori plastici oppatuni dalla totalita delle variabili generalizzate A .
Ad esempio, se s adotta una modellazione del tipo illustrato nel 82.2.4, le variabili
generalizzate sono interpretabili come i vaori purtuali del campo modellato in purti
oppatuni (i baricentri delle parti in cui si suddvide I'elemento triangolare di cui al §2.2.4.1,
purti di Gauss degli elementi triangolari e quadrati di cui al 82.2.4.2 e 82.2.4.3
rispettivamente) ed e pertanto fadl e definire lamatrice W.

Si suppore de il comportamento del materiadle sia perfettamente plastico (cioé non

incrudente) e dhe le funzioni di snervamento siano lineai atratti e pertanto esprimibili come

@=N'o-Y<0 (8.90
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Non acoorre definire funzioni di danneggiamento in quanto si suppore die i fenomeni di
danno siano drettamente riconduwcibili a quelli di snervamento tramite la (8.89. Ricordando

la(2.152), gli sforzi residui possonoessre espress nellaforma

p=Zqe" (8.9])

esendo
Zs :=D4CK 4 C' Du —Da (8.92
K¢ :=C' DaC (8.93

ed esendoDq la matrice di rigidezza dastica in presenza dello stato d danneggiamentod .
Dalla (8.92 s nota immediatamente che la dipendenza del problema dadnon & lineare,
nemmeno se étalel'espressone Da = Da(d).

S suppore de la legge di scorrimento sia as®ciata. E' quindi posshile ottenere le

deformazioni plastiche incrementali derivando le funzioni di snervamento (8.90, le quali

hannoanche il significato d potenziai plastici:

o 0 = —
£ =% 3 =N, A (8.94
0o

La (8.9]) é pertanto esprimibile mme
p=ZsN A (8.99
s nati che la (8.95 esprime un legame non lineae tra gli sforzi residui e i moltiplicatori
plastici, perché Z4 = Zq4(d(A)) .
Nel casoin cui il dominio d carico siaiperpoliedrico e il |egame tra sforzi e deformazioni

elastiche sia lineae adanno costante, s pud dmostrare (v. Polizzotto, Borino e Fuschi [66])

che, come nel caso d asenza de danneggiamento, e sufficiente considerare, ai fini
dell’analisi di adattamento, i soli vertici del dominio di carico. Detto duno stato d danno
iniziale (incognito a priori) la rispostada (Ovviamente dipendente da d) ala mndzione di

caicoF relativa d k-esimo verticedel dominio d caico, e datada

O =Da€a =DaCUak = Dy CK dlﬁk (8.99
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Si puo a questo purto esprimere il coefficiente di sicurezza mwme soluzione del seguente

problemadi programmazione matematica

~

szmgx{u | UNTDaCK o' Fi +NIZsNA <Y, C ZaN,A =0, é:v—WK} (8.97)

WA d

Il problema (8.97) é fortemente non lineae, a caisa della dipendenza dad delle proprieta

elastiche del materiale (D4, K ¢, Z4), cid che ne rende non poporibil e la soluziore diretta. E’
ipatizzabil e una procedura iterativa basata sull a soluzione di una sequenza di problemi lineai

ottenuti dalla (8.97) ad esempio supporendo d utilizzare dla n-esima iterazione le matrici

D¢, Ka, Za corrisponcenti alo stato d danno ricavato ddlla (n-1)-esma iterazione,
asuumendo come stato d danneggiamento iniziale quello d materiae integro ed aggiornando
tale stato d dannoad ogni iterazione. Naturalmente non e fadl e trovare delle mndzioni che
asscurino la @mnwvergenza di tale metodo e, anche se questo fosse il caso, rimarrebbe
comungte in dubbo I'attendibilita del risultato che si sarebbe ottenuto, dal momento che in
letteratura non M sono (per 1o meno per quanto a me noto) risultati relativi a modello
descritto né amoddli in qualche modo simili che possano essere asaunti come termine di

riferimento per un confronto.
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