Appendice B

Dualizzazione dell’ approcao statico
guale problema variazionale

B.1 Lateoriaddl’adattamento nel continuo

In questa tesi la teoria dell’ adattamento € stata sviluppata nell’ambito delle variabili
generalizzate al e pertanto applicabile a problemi discreti. Naturamente esistono teoremi
validi nel continuoe analoghi a quelli visti. Trai numerosissmi articoli ed i testi in cui ess
posono essere ritrovati, s rimanda a Koiter [43], Pycko e Maier [76], Polizzotto, Borino,
Caddemi e Fuschi [67].

Per brevita e per semplicita, in questa gpendice s considera il solo caso d materiali
elastici-perfettamente plastici (asenza di incrudmento o softening) e di legg di scorrimento
asciate (coincidenza di potenziali plastici e funzioni di snervamento). La versione

“continua” del teorema statico si esprime come di seguito [43]:

TEOREMA STATICO (CONDIZIONE SUFFICIENTE DI ADATTAMENTO)

S esiste una distribuzione di sforzi residui p(x) indipendente dal tempo tale per cui la

somma d questi sforzi residui e degli sforzi indefinitamente dastici 0°(x) € unostato d sforzo
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interno d dominio d snervamento in ogn punto del sistema e per ogn possbile storia d

carico appatenente al dominio d carico asegnao, dloras ha adatamento.

TEOREMA STATICO (CONDIZIONE NECESSARA DI ADATTAMENTO)

Se s ha adatamento, dlora esiste almeno una dstribuzione di sforzi residui
p(x) indipendente dal tempo tale per cui la somnma d questi sforzi residui e degli sforzi
indefinitamente dastici 6°(x) € uno stato d sforzo nonesterno d dominio d snervamento in

ogn puno del sistema e per ogn posshile storia d carico appatenente al dominio d carico

asegnao.

Nel continuo e nel caso di dominio di carico iperpoliedrico la definizione di ciclo

ammissibile di deformazioni plastiche diviene:

Au(x) = i u.(x) OxOQ Au(x) =0 Oxdr, (B.2)
AeP(x) = iaﬁ(x) = CAu(x) (B.2)

Nel continuo, il teorema cinematico si esprime, nella versione con eliminazione della
variabile temporale e con riferimento ad un dominio di carico iperpoliedrico, come di seguito
[65]:

TEOREMA CINEMATICO (CONDIZIONE SUFFICIENTE DI ADATTAMENTO)
Se esiste unoscalare w>1, tale die, per ogn ciclo anmissbile di deformazioni plastiche,

s abha
wi o (el (da < i | D(ef(9)d0 (B.3)

allora il sistema é soggetto ad addtamento in corrisponcenza delle condzoni di carico

asegnae.
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TEOREMA CINEMATICO (CONDIZIONE NECESSARA DI ADATTAMENTO)
Se il sistema e soggetto ad addtamento in corrispondenza delle mndzoni di carico

assgnate, allora per ogn ciclo annissbile di deformazioni plasticherisulta

i o (el (da < i [ D(ef(x))d (B.4)

k=10

Laprincipale differenzarispetto a caso continuo € the le grandezze in gioco, ovwero sforzi
e deformazioni, nonsono \ettori appartenenti a spazi vettoriali R", i quali hanno dmensione
finita, bensi funzioni (vettoriali) appartenenti a spazi funzionali, i quali hanno dmensione
infinita. Appare naturale dhe gli spazi funzionali in questione siano spazi di Hilbert, cosi che
sia posshile definire un podadto scdare (cui s attribuisce un significato energetico).
Tipicamente si anbientail problemanello spazio L%(Q), il quale éhilbertiano se si definisceil

seguente prodatto scdare’

(0(x),e(x)) = 0" ()E(x)dQ (B.5)

Dalla(B.5) & evidente dhe
<ZAi0i(X),JZujsj(x)>:
- ZAi<0i(X),Zu,-aj(x)> -
:Z“i<ZAioi(x),sj(x)>:
i ZZ“JAi<°i(X),sj(x)>

Dai teoremi statico e dnematico si posono cedurre dei problemi di estremizzazione ce

(B.6)

permettono d ricavare il fattore di sicurezza dl’inadattamento. Tuttavia, mentre nel caso

discreto s ottengono & problemi di programmazione matematica, nel continuosi ottengono

" Ladefinizione esatta &in redta la seguente (dove si € indicato con unsoprassegno il comples coniugato)
(0(x),&(x)) = joT(x)@dQ
Q

laguale wincide @mnla(B.5), da momento che le funzioni in goco sono sempre redi.

B.3
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problemi variazionali, ovvero cid che deve essre minimizzato o massmizzato non é una
funzione bensi un funzionale. Ponendasi nell’ambito della teoria dell’anadiisi convessa (ben

piu estesa delle nozioni introdutive di cui in App. A) € aicora posshile mostrare e
I'approcdo statico al’analisi di adattamento e il duale di quello cinematico, per quanto il

procedimento sia molto piu complesn. Lo strumento matematico necessario per la
dudlizzazione ela wsiddetta trasformazione di Fenchel. Di seguito s mostra un procedimento
semplice grazie d quale € posshile dudlizzare il problema statico dtenendo quello
cinematico, dovuo a Kamenjarzh e Merzjakov [39] e faceite uso d limitate e non

particolarmente avzanzate nozioni di analisi convessa.

B.2 Dualizzazione dell’ approcao statico

Prima di procedere on la dualizzazione dell’approcdo statico € necessaria una breve
premessa di natura matematica, in cui s introduce la funzione di Minkowski di uninsieme e

s presentano gli spazi funzionali in cui sara anbientata latrattazione successva

B.2.1 Funzionedi Minkowski di un insieme

Siadato uninsieme K di unospazio =. Si definiscela funzione di Minkowski dell’'insieme

K come la legge dhe asscia a ¢ascun puro & di = I'estremo inferiore di tutti gli scdari ¢
pasitivi tali per cui & /Y appartiene aK, ovvero:

M, (&) ::igf{w >0 | &/y OK} (B.7)

Qualoranonesista dcun ¢ > 0 tale per cui & /(Y appartenga aK, si pore cnvenzionalmente
Mg= +c0. Lafunzione di Minkowski gode di alcune notevoli proprieta fadlmente verificabili .
E’ innanzitutto pasitivamente omogeneadi ordine 1, ovvero:

M, (a&) =aM, (§) 0¢ 0=, Oa>0 (B.8)

Posto3 :=y /a , dalladefinizione discende infatti, se a & positivo,

M, (a€) = {Jlfo{‘l’ |%E DK}:iBQl;{aﬁl% DK} :aiﬁrll;{m% DK} =aM,(§) (B.9)

Inoltre &€ onvess, ovvero:
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My (@€, +(1-a)&,) saM (&) +(1-a)M(&,)  [&,.¢, 0=, Da D01 (B.10)
La (B.10) e owiase a =0 o se a=1. Altrimenti, dal momento che I’estremo inferiore di una

somma eminore o uguale della somma degli estremi inferiori e per la paositiva omogeneita

dellafunzione di Minkowski, s ha:

M, (€, +(1-a)E,) =igf{w > | Futl-a)k, DK}S

sigf{w>0 | %DK}Hgf{ww | %%DK}: (B.11)

=M (ag,) + M, (1-a)E,) =
=aM, (&) +(@-a)M(&,)

Meno evidente éla seguente proprieta:

M (€1+8&) s M (§) + My (&)  [8,.¢, 0= (B.12
la quale discende dall e due precalenti. Applicando gimala(B.8) e poi la(B.10) e porendo
¢ :=8/a & =E,/0-a) (8.13

s hainfatti:
My (€ +E;) = My (€, +(1-a)E,) <
SaMK(EAl)-F(l_a)MK(EAZ) = (814)
=My (a€) + M (A~ a)E,) =
= M (&) + M (&)
Se K é uninsieme dchiuso per raggi, ovvero se I'appartenenza a K di un segmento avente

per estremo |'origine dell o spazio = implical’appartenenza a K anche dell atro estremo:

§=9¢, 0K 03I 0[0,a) O ag, 0K (B.15
alloravalgonole seguenti proprieta:
¢ 0K = M (§) <1
€ oK = M (&) =1 (B.16)
EOK\OK = M, (&) <1
¢ 0K = M, (§)>1

Per la(B.8) s ha dlora

%EDK - MK[EE): M(E)sl = ME)sA  (B.A7)
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B.2.2 Ambientazione funzionale del problema

E’ utile definire preliminarmente dcuni spazi funzionali in cui si ambientera la trattazione
seguente. | campi degli sforzi e quelli delle deformazioni che posno aversi nel sistema B
appartengono, rispettivamente, ad unospazio Se a unospazio E; = €l sottospazio d S cui
appartengonole distribuzioni di sforzi autoequili brati

2= {p(x) 0S | Cp(x)=0 OxOQ, Np(x)=0 0Ox Dl't} (B.18)

Lo spazio dei campi degli spostamenti soddsfacenti condzioni al contorno anogenee
(quai sono quelle mnsiderate in questa tesi) e detto U. Lo spazio dei campi delle
deformazioni congruenti con campi degli spostamenti rispettosi delle wndzioni a contorno e
detto E:

E:={ex)0& | e(x)=Cu(x) Ox0OQ, u(x)0OU} (B.19

Per il principio dei lavori virtuai, e nulo il lavoro d una qualungue distribuzione di sforzi
autoequili brata per una qualunque distribuzione di deformazioni congruente cn spostamenti
nulli a contorno, ov\ero

(p(x),€(x))=0 Op(x) 0, Oe(x)0E (B.20

Il sottospazio dei campi di sforzo corrispondenti alle risposte indefinitamente dastiche a
tutti i posshili carichi del dominio d carico N éindicao, a solito, con A. Si indica ©n @ |l
sottospazio

o :={o(x)0S | ¢a(x))<0 g.0.inQ} (B.2))
delle distribuzioni di sforzi quasi ovunqe cnformi, ovvero rispettose delle mndzioni di
plasticitain ogni purto del dominio spaziale occupato dal solido, con I'eventuale ecceione di
uninsieme di purti avente misuratridimensionale (volume) pari a zero.

Nel caso d dominio d carico iperpadliedrico risulta cmmodo ambientare il problemain ura
serie di spazi funzionali deducibili dai precadenti. Predsamente, s rac@lgano in un umnco
vettore le distribuzioni di sforzi corrisponcenti a dascuno cegli m vertici del dominio d

caico:
G(x) :=[0,(x) - 0, (B.22

Lo spazio cui appartengonotali vettori €il proddto cartesiano (eseguito mvolte) di S

B.6
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S, :=SxSx.. xS (mvolte) (B.23)
Gli sforzi residui che compaiono rella teoria dell’adattamento sono indipendenti dal tempo,
sonocioe i medesimi per ogni posshile condzione di carico, e quindi sono sempre gli stess

per ogni verticedel dominio d carico. Risulta dlora naturale definire il seguente sottospazio
2, = (P00 08, | E0=[p() - M), pK) O] (829

Si definisce inditre il vettore dell e risposte indefinitamente dastiche corrisponcenti ai vertici

del dominio d carico:

5°(x) :=[0(0 -~ o) (.29

Procedendo come per gli sforzi, & posshile racmgliere in un \ettore di m comporenti
(vettoriali) mcampi di deformazioni e definire i seguenti spazi:

E, mEXEX.XE (mvalte) (B.26)

Em::{g(x) 08, | €0 =[e,0 ~ &,)] isk(X)DE} (8.27)

Il significato fisico e I'utilitadi Eq, per ora definito in modo formale, sara chiaro in seguito,

nell a duali zzazione dell'approcdio statico. Si nati comunqte fin dora dhe, se €(x) appartiene
ad En, dlorala somma delle sue comporenti €, (X) deve esere congruente, mentre nulla si

dicedell e singole comporenti.

Dati unelemento d S, ed uno d £, s definiscele seguente relazione di dualita:

m

(0(x),E(x)) _ := Z(ok(x),sk(x» o(x)0S,, £€(x)0g, (B.29)

Si nati che, per la(B.20), risulta

(P(),E(¥)), 1= (P(x),€,(x)) = <p(X), > 8k(><)> =0 p() 0Oz, EX)OE, (B.29
k=1 k=1
In analogia @n quanto fatto sopra, si ridefinisce infine il sottospazio degli sforzi G (x)
rispettosi della conformita:

®  =OxPx..xP (mvolte) (B.30
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B.2.3 Teorema statico dell’adattamento e problema primale

Similmente aquanto fatto nel discreto (Cap. 4), anche nel continuo, in virtu del teorema
statico dell’adattamento, e posshile esprimereil fattore di sicurezza dl’inadattamento come la

soluzione del seguente problema variazionale:

s=sup{u | uo®(x)+p(x) 0@ Oo°(x)0A, p(x) Oz} (B.31)

HB(x)
Ovviamente = 0 & un moltiplicaore anmissbile, paché, ad esempio, ura distribuzione
di sforzi residui identicamente nulla (e quindi autoequili brata) € cetamente compatibil e (per

lo meno per ogni criterio d snervamento d pratico interess): p(x) =00d . Ne mnsegue che

S non e negativo (del resto un fattore di sicurezza negativo non avrebbe senso fisico) e la

(B.31) puo pertanto scriversi
s=sup{u>0 | po*(x)+p(x) 0@ Oo°(x) 04, p(x) 0%} (B.32

HP(X)
Per il principio d sovrappacsizione degli effetti, ovvero per la lineaita delle equazioni
governanti il problema dastico lineae, € indtre evidente che, moltiplicando per una costante
unadistribuzione di sforzi in equili brio con carichi nulli, si ottiene acora una distribuzione di

sforzi in equili brio con carichi nulli e che pertanto, pcsto

1,
P(x) :=—p(x) (B.33
u
la(B.32) puoessreriformulata ejuivalentemente nellaforma
s= sup{u >0 | p(o*(x)+p(x)) 0@ Oo°(x) 0A, p(x) DZ} (B.34
H1,p(x)

Passandoai redproci si puotradurre la precedente nellaforma

1 inf {1>0 | u(oe(x)+p(x))DCD Oo®(x) 04, p(x) DZ} (B.35
S wp)| U

ovvero, posto A =1/,
Lo inf {)\ >0 | i(crE(x)+p(x))Dq> Odo¢(x) 04, p(X) DZ} (B.36)
S  Ap(x) A

Si consideri oralafunzione di Minkowski dell'insieme ®. Poichéi tutti i casi di interesse

® e dhiuso per ragg, perla(B.17) s ha

B.8
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Ai(oe(x)+p(x))DCD Oo°(x) 0A = Mo (0°(X) +p(x))<A DOo°(x) DA (B.37)

Si hapoi, ovvamente,

Mo(0°(X) +p(x)) <A Do*(x)0A - sup{Mq,(oe(x)+p(x))|oe(x)DA}S/\ (B.39)

a®(x)

Definito alorail funzionale statico (che risulta esere @nNvesD)

F(p(x)) := set?p)){Mq,(oe(x) +p(x)) | o°(x) DA} (B.39
la (B.36) puoequivaentemente scriversi
% = /\i,pr)](t(){A >0 | F(p(x))<A, p(x) 0=} (B.40)

ovvero, per il significao estremo inferiore,
1 .
i int{F(p(x)) | p(x) D3} (B.41)

Si supporga de il dominio d caico e, conseguentemente, A siano iperpadiedrici. Indicati
con o, (x) (k=1,...m) i vertici di A, il funzionale statico dviene I'estremo superiore di una
funzione die, in gquanto convessa e definita su d un insieme iperpadliedrico, assume il

massmo in corrisponcenza dmeno d uno i vertici di A, ovvero
F(p09) = max| Mo(0%(4) +p(x))} (8.4

S noti che, in seguito ala definizione della funzione di Minkowski, risulta

immediatamente:

Mo(G(X)) = max. { Mq,(ok(x))} (B.43

.....

equindi, in particolare,
M on(G°(X) + (X)) = max { M (0 (X) +p(x))} Op(x) O, (B.44)
L’espressone (B.42) puoalorariscriversi come
Fa(P(X)) = Mo, (G°(x) +P(x)) (B.49
Si émessain evidenzala dipendenza del funzionae statico da p(x) e, per maggiore chiarezza,

s e introddto il pedice m per indicae de s tratta di una forma modificaa, benché

equivalente.
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Il problemavariazionale (B.41) si scrive dloranellaforma
1 . ~ ~
S=int{R,(B()) | B 02, (8.4

Nel seguito ci s riferira dle (B.46) e (B.45) conladenominazione di problema primale.

B.2.4 Dualizzazione del problema primale e teorema cinematico

Uno strumento fondamentale dell'analisi convessa edato dall a csiddetta trasformazione di
Fenchel, la quale permette di associare a un funzionale f(y), definito in unospazio Y, un
funzionale @niugato f*(y'), definito nello spazio duale’ Y di Y, mediante la seguente

relazione

f*(y):= wmp{<y, y')y = f ()} y' gy’ (B.47)

Si dimostra e, se f € @wnwesw, anche f* € onves. Applicando la trasformazione di
Fenchel al funzionale statico se ne ricava il funzionale cmniugato, che sara detto funzionale

cinematico:

=sup{(G(x).€(x)), - F,(G(x)) | 6(x)0S,} (Ex) O&,) (B.49)

Ddla definizione dela trasformata di Fenchel segue immediatamente la seguente
diseguagli anza (diseguaglianza di Fenchel):
Gh(E(X)2(0(x),.E(X)), —F.(0(x)) Oo(x)OS,, 0e(x)OEg, (B.49)
che puoessreriscrittanellaforma
Fn(0(X) 2 (0(x),€(x)) -G,(e(x)) Oo(x)OS,, 0g(x)0g, (B.50)
In perticolare, ricordandola(B.29), si ha

F.(P() 2 ((x), Ep(x)>m -G,(8°(x)=-G,(E"(x))  Op(x)O0=,,0&"(x) OE, (B.51)

Ricordandola (B.46) e per il significao d estremo inferiore ed estremo superiore, risulta

S=int{F,(B09) | B0 Dz, }2 p{-6,(80) | EPOE,} (852

€P(x)

B.1C
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Si diceproblema dualeil seguente problema variazionale:
1 ~ ~
== sup{—Gm(s P(x)) | EP(X) D Em} (B.53
S &
La (B.52) afferma dhe il problema duale fornisce, in generale, solo unlimite superiore (si
ricordi che si deve dfettuare uninversione) del fattore di sicurezza s, che invecepuo essre
ricavato esattamente dal problema primale. In acuni casi particolari € posgbile migliorare il

risultato espres dalla (B.52), attenendo unrisultato “simmetrico”:

nf{F,(B() | B0 0Z,}= =

p(x)

sup{-G,(E"() | E'()DE,}  (B59

€P(x)

La (B.54) afferma dheil fattore di sicurezza puo essre ricavato esattamente da entrambi i
problemi primale eduale, per lo menoin acuni casi. Ad esempio, con riferimento a cntinui
tridimensiondli, Kamenjarzh e Merzljakov hanno dmostrato la vaidita del passsggio ddla
(B.52) ala (B.54) nel caso d dominio d snervamento limitato (nel senso che esiste un
insieme, oppatunamente grande ma limitato, rello spazio a sei dimensioni degli sforzi che
contiene d suo interno il dominio d snervamento in ogni purto del continuo) e nel caso d
dominio d snervamento cili ndrico (del tipo d von Mises oppue Tresca). Per le dimostrazioni
e maggori informazioni s rimanda a[39]. Nel seguito s assuumera de il passaggio dala
(B.52) dla (B.54) sialedto e dve, pertanto, il problema duale permetta di ottenere proprio il
fattore di sicurezza, anziché solo unlimite superiore.

Si procede ora d cdcolo della trasformata di Fenchel del funzionale statico, in modo
che sia disponbile una espressone esplicita del funzionale dnematico. Quest’ultimo, tenuto

conto della definizione (B.48) e valutandola (B.45) in 6(x), & esprimibile cme di seguito:
Go(E00) = up{(8(9. (), ~ Mar(6°0) +500) | 80008} (B:59

Si porga
T(X) :=06°(X) +3(x) (B.56)

* Dato uno spazo d Banach Y, si dice spazo duale Y di Y latotalita dei funzionali li neai e continui suY. SeY &
uno spazo d Hilbert (e quindi & pure uno spazo d Banac), alora wincide cn il suo duale Y' (teorema di
rappresentazone di Frechet-Riesz)
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Il primo addendo a secondo membro € wstituito dall e risposte indefinitamente dastiche del
sistema a carichi corrisponcenti ai vertici del dominio d carico e, assgnato quest’ultimo, é
pertanto da wnsiderarsi noto ed invariabile. La (B.55) diviene dlora

Go(E(0) = p{(T(0 ~8°(0.E(), = Mar(T() | T00S,}=
=wg{(f(x),'s‘(x»m—<6e(x),€(x)>m ~ Mo (T(¥) | T 0S,}=

T(x

= su;)>{<f(x),§(x)>m = Meo(T()) | T0)OS,}=(6°().E(x)) =

(B.57)

T(x
(Mop)* ={G°(0,E(x))_

Per esplicitare il funzionale statico occorre dungue cacolare latrasformata di Fenchel della

funzione di Minkowski dell'inseme @, Si nati allo scopo che la trasformata di Fenchel
dellafunzione di Minkowski dell’insieme ® si scrive
0 (se D(eP(x))<1)
M, * (€P(x)) = (B.58
+00 (se D(sp(x)) >1)
esendo
D(e"(x)) ::sup{<o(x),sp(x)> | o(X) ch}zo (B.59
o(x)
Dimostrazione

Si nati preliminarmente che si ha

M, * (€°(X)) = O%J)gs{<o(x),ap(x)>— Mq,(o(x))} 2(0,£°(X))~ My (0) =0-0=0  (B.60)

A) Si consideri dapprimail caso D(g[(x)) > 1. Per definizione di D,

0o, () 0P | (0,(x),£°(x))>1 (B.61)
Poiché del resto
Oo(x) O® | M, (a(x) <1 (B.62)
s ha
(0,(2),€°(X)) >1= My (0, (X)) (B.63
ovvero
(0,(2),£°(X)) = My (0, (X)) =@>0 (B.64)
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Si consideri alora ko, (x) (k>0); evidentemente risulta:
(ko , (%), €7 (X)) = M (ka, (%) = K[(0,(), €7 (X)) = My (0, (x))] = ke T [, ~ +e0  (B.65)
equindi

M, * (€°(¥) = Sup{(6(x),£°(x)) = Mo (a(X))} = +0 (B.66)

a(x)0S

B) Si consideri orail caso D(gf(x)) <1. Per definizione di D,

Do(x) 0P | (o(x),e"(x))<1 (B.67)
La dimostrazione procede supporendo per asurdo che
Mo * (£700) = sup {{0(x).7() = Mo (0 ()} >0 (B.69)
cio cheimplica de
Co,(x) 0S| (0,(X),€°(X)) = Mg (0,(x)) >0 (B.69)
ovvero
(04(x),€°(X)) > Mg (0,(x)) (B.70)

Si mostra ora deo,(X) non puodesistere, ovvero che l'ipotesi (B.68) non puosussstere. Allo
scopo, s nota innanzitutto cheo,(X) non puo esere né esterno re interno a ®, perché
dtrimenti, dividendoo ,(x) per il valore dellafunzione di Minkowski cdcolataing, (X) stes,

s otterrebbe una distribuzione di sforzi appartenente dla frontiera di @ e pertanto rispettosa
della(B.67)

_ %M aepge O <°<>—(X),sp(x)>sl (B.71)
M, (0, (X)) M, (0, (X))

laquale violerebbe la (B.70):

M (0, (X))’ M (0, (X))
D'dtra parte g,(x) non puo emmeno appartenere dla frortiera di ®, perché dtrimenti
violerebbe la (B.67):
0,000 O Mg(0,(x)=1 O (0,(x),6°(x))<1=M,4(0,(x)) (B.73

1> <0’0—(X) 8”(X)>=M O <0<>(X),8p(X)>S My (0,(x)) (B.72

Ladimostrazione epertanto completa [QE.D]
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Si faossrvare dhe, esendasi fattal'ipotesi di normalita el esseendo conves il dominio d
snervamento (cioe l'insieme @), la (B.59) definisce la funzione di disspazione plastica
cdcolata in corrispondenza delle deformazioni plastichegf (x), qualora s attribuisca
quest'ultimo significato al’argomento d D. Lanon regativitadi D discende dal fatto che per
o(x) identicamente nulla (cio che, come gia osrvato, rappresenta una distribuzione di sforzi
conforme) si ha (0,e°(x))=0. La non regativita di D puo essre interpretata in senso
termodinamico, alalucedel significato appena dtribuito atale funzione.

Si porgaora

D.(E°(¥)) ::?X?{<6(x),§p(x)>m | 6(x) anm} (B.74)

Poiché le comporenti vettoriali di (x)sono tra loro indipendenti, il preceadente problema

variazionale si riduce dlasommadi m piu semplici problemi variazionali:

D,(E" () =sup{ 3 (6,(0,200) | 309 =[a,( - om(x>]D¢m}=

a(x) | k=1

:z"j?fg{@k(x),ss(x» | 0,(x) 00} = (B.75

=S D(er00)

k=1
Cio premes, s ritorni a cdcolo della trasformata di Fenchel della funzione di
Minkowski dell’insieme @, formamente, si sostituisca @, a ®, 6(x) a o(x), €°(x)a
€”(x) ed infine Dy, a D; data I'analogia formale dell e funzioni delle funzioni di Minkowski di

@, ed, delefunzioni D, e D, edegli insiemi ®,a®, si haimmediatamente

_ {o (se D,(EP(x))<1)
Mo, *(EP(X)) = _ (B.76)
" +o  (se Dy(EP(x)>D)
Dungeil funzionale dnematico, valutato in p(x), S scrive semplicemente
—(0°(x),€"(x) (se D, (E°(X))<D
Gm(gp(x)) :{ < >m ( ) (877)

+oo (se D,(°(x)>D)

e pertanto il problema duale diviene
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E:sup{(c?e(x),Ef’(x)}m | D,(E°(x))<1 Ep(x)DEm} (B.79)

S &

Il vincolo su Dy, si deve d fatto che I'unico ramo del funzionale dnematico d effettivo
interese e di cui s deve tenere mnto e quello corrispondente a valori Dp<1l (non
concorrendo, ovvamente, -co a cdcolo del I'estremo superiore). E’ importante notare dhe il
vincolo in questione e sicuramente soddsfatto come uguaglianza in soluzione. Si ragioni

infatti per asaurdo e si supporga de il valore estremo sia ottenuto in corrisponcenza di un

valore €P(x)tale da rispettare strettamente il vincolo (D, (€7 (x))<1). Si consideri ora il
valore

o b e gop (X)
€7(x) : —Dm (E200] (B.79

Poiché (in quento soluzione) €P(x) OE,,, anche €(x) OE, . Indtre s haD,(£f(x))=1e
risulta

(G°(x),EP(0)
Dm(gop (X))

cio che mntraddicel’ipatesi che €F(x) siala soluzione. Ne @mnsegue dheil problema (B.78) s

(6°(x).E (), = >(5°(x).E(x)), (8.80)

puoscrivere ejuivaentemente nellaforma

é=§gr;{<66(x),§"(x)>m | D,(E"(0)=1 E°()0E,} (B.81)
ovvero

1 [(6°00.8°(), e

g—gfg D.E00) | D.(EP(¥)=1 € (x)DEm} (B.82)

Siagl(x)una soluzione del (B.82). Per ogni k>0 risulta dloraD,(kEl(x))=ke
kEP(x) OE,,. Poiché
(G°(x), KL (%)) =k(G°(%),EP(X)) (B.83

il redproco del fattore di sicurezza € la soluzione del seguente problema variazionale,
equivaente d (B.82):
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{<ae(x),‘ép(x)>m

D (F 00) | D,(EP(X)) =k, ep(x)DEm} (B.84)

Data la genericita di k>0 ed essendo sempre positiva (D=0 ma, eseendo a denominatore,
non puoessre nulla), il primo del due vincoli e superfluo ed il problema duale si esprime
semplicemente nellaforma

1 [(6°00.8°(x))
—=su —
S & Dm(sp(x))

| E°(x) DEm} (B.85)

Passandoal reaproci s ottiene:

s:inf{ / D”‘(gp(x))> | (5°0.E°(9) >0, 's"p(x)DEm} (B.86)

£'09| (G°(x),E°(x)
ovvero, namalizzando,

s= gig}l;{Dm(Ep(x)) | (6°(0.E°(x)) =1, E"(X)DEm} (B.87)

Ricordandole definizioni datein precalenza s pervieneinfine dlaforma
s=inf D(eP (X)) | o, (x),e7(x)) =1, €’ (x) DE} (B.88
R Pler) 1§ (etmero =L Je
la quale wmincide on il problema cinematico, ovvero con il problema variazionae,
deducibile dal teorema dnematico, la ai soluzione eil fattore di sicurezza. Se infatti s
attribuisce dle funzioni €} (x) il significato d deformazioni plastiche crrispondenti ai vertici
del dominio d carico, s riconcsce, come gia oservato in precalenza, nellafunzione
> D(ef (x)) (B.89)
k=1
la somma delle funzioni di disspazione plastica cdcolate in corrispondenza dei vertici del
dominio d carico, mentreil vincolo
Y (o5 00,££()) =1 (B.90)
k=1
viene al esprimere la @wndzione di normalizzazione del lavoro dei caichi esterni ed il

vincolo
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m

Zef(x) OE (B.91)

viene ad esprimere la condizione di congruenza delle deformazioni plastiche cumulate.

B.17



