
8 
Estensione della teoria

dello shakedown al
danneggiamento in poroplasticità

RIASSUNTO  Si presenta un modello di materiale bifase in cui la fase solida può sviluppare
fenomeni di danneggiamento. Si propone una descrizione discreta, mediante l’approccio in
variabili generalizzate al MEF, che conserva le proprietà essenziali del modello. Si propone
una estensione al presente contesto del teorema statico dell ’adattamento nel caso di leggi di
scorrimento associate e qualora valga una ipotesi di stabilit à del materiale (D-stabilit à)
opportunamente definita.

Il danneggiamento dei materiali è il processo fisico che conduce progressivamente alla loro

rottura, a causa del deterioramento delle loro caratteristiche meccaniche, quali resistenza e

rigidezza, quando essi siano soggetti a carico. Dal punto di vista fisico, il danneggiamento è

imputabile a varie cause, diverse a seconda della natura del materiale; in questa sede si

sviluppa un modello meccanico del danneggiamento molto generale e non legato alla

contingenza del caso specifico, tuttavia si pensa in particolare al caso di danno associato allo

sviluppo di deformazioni plastiche (danneggiamento duttile) e a quello di materiali

poroplastici che può essere causato, ad esempio, dallo sviluppo di microfessure. Una possibile

applicazione al riguardo è lo studio di dighe, specialmente non recenti.

Alcuni Autori hanno provveduto ad applicare la teoria dello shakedown al

danneggiamento, tra cui Polizzotto et alii [68], Borino et alii [3], Hachemi e Weichert [35,36].
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Di seguito si presenta una possibile estensione della teoria dell ’adattamento al caso di

materiali bifase in cui lo scheletro solido sia soggetto a danneggiamento, pendendo spunto dal

lavoro di Polizzotto et alii [66]. Le ipotesi sul modello del materiale devono essere in parte

ristrette rispetto alla teoria sviluppata nei capitoli precedenti; precisamente la legge costitutiva

deve essere associata, ovvero le funzioni di snervamento devono coincidere con i potenziali

plastici. Rimangono invece valide tutte le altre ipotesi.

8.1 Modello di materiale per la fase solida

Si considera un modello di materiale per la fase solida caratterizzato da una energia libera

così definita

H U Ve: ,= +εε ωω ηη2 7 1 6 (8.1)

Nella (8.1) la funzione H generalizza il concetto di energia libera di Helmoltz; εε e è il tensore

(scritto come vettore) delle deformazioni elastiche; ωω è un tensore (scritto come vettore) che

raccoglie le variabili di natura cinematica associate al fenomeno di danneggiamento; U è un

funzionale convesso e definito positivo nello spazio delleεε e per ogni valore assegnato di ωω; ηη

è il tensore (scritto come vettore) delle variabili cinematiche statiche e V è un funzionale

convesso di ηη.

Si assume che le variabili i nterne cinematiche siano la somma di due contributi, uno (ηη p)

associato al fenomeno della plasticità e l’altro ( ηηd) associato al fenomeno del

danneggiamento:

ηη ηη ηη= +p d (8.2)

Si noti che la (8.2) introduce l’accoppiamento dei due fenomeni, la plasticità ed il

danneggiamento.

La diseguaglianza di Clausius-Duhem afferma che

σσ εεT H� �− ≥ 0 (8.3)

essendo εε il tensore (scritto come vettore) delle deformazioni totali, somma di εε e e del tensore

(scritto come vettore) delle deformazioni plastiche εε p :
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εε εε εε= +e p (8.4)

Sostituendo la (8.1) nella (8.3) si ha, con semplici passaggi,

σσ
εε

εε σσ εε
ωω

ωω −−
ηη

ηη− ∂
∂

�
��

�
�� + − ∂

∂
∂
∂

≥U U V
e

T
e T p
� � � � 0 (8.5)

Poiché la (8.3) sussiste per ogni processo deformativo, si ottengono le seguenti condizioni e

definizioni:

σσ
εε

ϑϑ
ωω

χχ
ηη

= ∂
∂

= − ∂
∂

= ∂
∂

U U V
e

(8.6)

Nelle (8.6) σσ è il tensore (scritto come vettore) delle forze termodinamiche associate agli

incrementi di εε p , cioè il consueto tensore degli sforzi; ϑϑ è il tensore (scritto come vettore)

delle forze termodinamiche, dette forze di danneggiamento, associate agli i ncrementi di ωω; χχ è

il tensore (scritto come vettore) delle forze termodinamiche associate agli i ncrementi delle

variabili i nterne cinematiche ηη, cioè il consueto tensore delle variabili i nterne statiche.

La funzione di dissipazione intrinseca per la fase solida si scrive

� � , � , � : � � �Ds
p T p T Tεε ωω ηη σσ εε ϑϑ ωω χχ ηη2 7 = + − ≥ 0 (8.7)

e risulta non negativa per le (8.5) e (8.6). Essa è inoltre convessa, omogenea di grado uno e

differenziabile. Risulta pertanto

σσ
εε

ζζ
ωω

χχ
ηη

=
∂
∂

=
∂
∂

= −
∂
∂

�

�

�

�

�

�

D D Ds
p

s s (8.8)

Si ponga

� � �
, ,D D Ds s pd s in= − (8.9)

� : � �
,D Vs in

T= =χχ ηη (8.10)

� : � �
,Ds pd

T p T= +σσ εε ϑϑ ωω (8.11)

La (8.10) rappresenta la densità (per unità di volume) di energia di deformazione accumulata

nella microstruttura grazie al meccanismo combinato di plasticità e danneggiamento, mentre

la (8.11) rappresenta la densità (per unità di volume) di dissipazione energetica, causata dal

medesimo meccanismo combinato di plasticità e danneggiamento, alle spese della quale può

avvenire il riarrangiamento della microstruttura del materiale.
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Per la (8.2) è possibile separare i contributi alla funzione di dissipazione intrinseca offerti

rispettivamente dal meccanismo di plasticità e da quello di danneggiamento:

� � , � , � � � , � � � , �, ,D D Ds
p

s p
p

p s d dεε ωω ηη εε ηη ωω ηη2 7 3 8 1 6= + (8.12)

� � , � : � �
,Ds p

p
p

T p T
pεε ηη σσ εε χχ ηη3 8 = − ≥ 0 (8.13a)

� � , � : � �
,Ds d d

T T
dωω ηη ϑϑ ωω χχ ηη1 6 = − ≥ 0 (8.13b)

Si assume che sia il processo plastico, sia quello a danno siano governati ciascuno da una

legge di scorrimento associata. Si introducono pertanto una funzione di snervamento ed una

funzione di danneggiamento, date rispettivamente da

ΦΦ ΦΦ σσ χχ ΦΦ ΦΦ ϑϑ χχp p d dp= =, , ,1 6 1 6 (8.14)

le quali fungono anche da potenziali plastici e di danneggiamento, rispettivamente. Anche la

pressione p contribuisce, tramite la (8.14a), ai processi di snervamento. Si assume che

entrambe le funzioni (8.14) siano convesse nelle rispettive variabili e, come di consueto, si

utili zza la rappresentazione vettoriale per raccogliere in un’unica funzione (appunto

vettoriale) tutti i modi disponibili , senza precludere a priori la possibilit à che le funzioni in

esame siano non lisce. Si noti che, a causa dell ’accoppiamento tra il fenomeno della plasticità

e quello del danneggiamento, le variabili i nterne statiche χχ compaiono in entrambe le funzioni

ma che queste ultime sono comunque definite in spazi distinti. E’ importante notare che la

dipendenza di ΦΦp da χχ significa che la soglia di danneggiamento è dipendente dallo stato del

materiale, il quale è influenzato sia dall ’entità dei fenomeni di danneggiamento, sia da quella

delle plasticizzazioni che si sono registrate nella storia del materiale.

Le leggi di scorrimento si scrivono

� � � �εε
ΦΦ
σσ

λλ ωω
ΦΦ
ϑϑ

λλp p
T

p
d
T

d=
∂
∂

⋅ =
∂
∂

⋅ (8.15a)

e

� � � �ηη
ΦΦ
χχ

λλ ηη ΦΦ
χχ

λλp
p
T

p d
d
T

d= −
∂
∂

⋅ = − ∂
∂

⋅ (8.15b)
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Nelle precedenti si sono introdotti dei vettori di moltiplicatori plastici e di danneggiamento,

tra loro distinti, naturalmente.

Le relazioni di complementarità si scrivono

ΦΦ

λλ

ΦΦ λλ

ΦΦ

λλ

ΦΦ λλ

p

p

p
t

p

d

d

d
t

d

≤

≥

=

%
&
KK

'
KK

≤

≥

=

%
&
K

'
K

0

0

0

0�

�

�

�0 0

(8.16)

8.2 Formulazione in variabili generalizzate

Analogamente a quanto fatto in precedenza, la teoria verrà sviluppata in termini di variabili

generalizzate, così che sia possibile fare riferimento ad una formulazione discreta che

conserva tutte le caratteristiche essenziali del problema.

Rispetto a quanto visto nei capitoli precedenti, in questo contesto si rende necessario

modellare anche i campi delle variabili statiche e cinematiche associate al danneggiamento, le

quali risultano coniugate in seguito a quanto sopra esposto circa il modello del materiale.

Siano ΨΨϑ ( )x eΨΨω ( )x le matrici delle funzioni di forma e sianoϑϑ eωω i vettori delle variabili

generalizzate nel senso di Prager corrispondenti, rispettivamente ai campi delle variabili

statiche ϑϑ(x) e cinematiche ωω(x) del danneggiamento. Si ha:

ϑϑ ΨΨ ϑϑ ωω ΨΨ ωω( ) ( ) ( ) ( )x x x x= ⋅ = ⋅ϑ ω (8.17)

ΨΨ ΨΨϑ
Ω

ΩT d( ) ( )x x I⋅ =I ω (8.18)

Ora e nel seguito si sottintenderà sempre che continuino a valere le osservazioni di cui al Cap.

2 circa la natura e le proprietà delle variabili generalizzate, le quali , per brevità, non saranno

ripetute.

Poiché a priori non vi è motivo di privilegiare uno dei due fenomeni, i moltiplicatori

plastici e di danneggiamento vengono discretizzati mediante le medesime funzioni di forma,

coincidenti con quelle già introdotte nel Cap. 2.
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� ( ) ( ) �λλ ΨΨ λλp px x= ⋅λ (8.19a)

� ( ) ( ) �λλ ΨΨ λλd dx x= ⋅λ (8.19b)

Analogamente a quanto fatto nel Cap. 2, si definiscono le variabili generalizzate per le

funzioni di snervamento e danneggiamento come di seguito:

ΦΦ ΨΨ ΦΦp
T

p d: ( ) ( )= ⋅I λ x x Ω
Ω

(8.20a)

ΦΦ ΨΨ ΦΦd
T

d d: ( ) ( )= ⋅I λ x x Ω
Ω

(8.20b)

Per le (8.16) risulta

ΦΦ λλ ΦΦ λλp
T

p p
T

p d� ( ) � ( )= ⋅ =I x x Ω
Ω

0 (8.21a)

ΦΦ λλ ΦΦ λλd
T

d d
T

d d� ( ) � ( )= ⋅ =I x x Ω
Ω

0 (8.21b)

Come già osservato nel Cap. 2 la scelta delle funzioni di forma dei moltiplicatori deve

essere tale per cui continuino a valere le altre relazioni di complementarità, anche in termini di

variabili generalizzate:

ΦΦ λλp p≤ ≥0 0� (8.22a)

ΦΦ λλd d≤ ≥0 0� (8.22b)

Rimangono valide le considerazioni di cui al Cap. 2 circa la possibilit à e le modalità di

operare tale scelta, trattandosi di un problema di natura essenzialmente matematica e non

legato al contesto fisico particolare.

La modellazione dell ’incrudimento rimane invariata rispetto al Cap. 2:

χχ ΨΨ χχ ηη ΨΨ ηη= ⋅ = ⋅I Iη χ( ) ( ) ( ) ( )x x x xd dΩ Ω
Ω Ω

(8.23)

Tuttavia le variabili i nterne statiche risultano essere la somma di un contributo derivante dalla

plasticità e di uno derivante dal danneggiamento

ηη ηη ηη= +p d (8.24)

Le funzioni energetiche vengono introdotte in modo analogo a quanto già fatto nel Cap. 2,

ovvero mediante integrazione nello spazio:

H U V= + (8.25)
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H H d U U d V V d: ( ) : ( ) : ( )= = =I I Ix x xΩ Ω Ω
Ω Ω Ω

(8.26)

Derivando le (8.26) si ottiene:

∂
∂

= ∂
∂

= ∂
∂

⋅ ∂
∂

= ⋅ ∂
∂I I IU

Ud
U

d
U

de e

e T

e e
T

eεε εε
εε
εε εε

ψψ
εε

Ω Ω Ω
Ω Ω Ω

ε ( )x (8.27a)

∂
∂

= ∂
∂

= ∂
∂

⋅ ∂
∂

= ⋅ ∂
∂I I IU

Ud
U

d
U

d
T

T

ωω ωω
ωω
ωω ωω

ψψ
ωω

Ω Ω Ω
Ω Ω Ω

ω ( )x (8.27b)

∂
∂

= ∂
∂

= ∂
∂

⋅ ∂
∂

= ⋅ ∂
∂I I IV

Vd
V

d
V

d
T

T

ηη ηη
ηη
ηη ηη

ψψ
ηη

Ω Ω Ω
Ω Ω Ω

η ( )x (8.27c)

Si impongano ora in forma debole le (8.6)

ψψ σσ
εεε

T
e

U
d( ) ( )x x 0− ∂

∂
�
��

�
�� =I Ω

Ω

(8.28a)

ψψ ϑϑ
ωωω

T U
d( ) ( )x x 0+ ∂

∂
�
��

�
�� =I Ω

Ω

(8.28b)

ψψ χχ
ηηη

T V
d( ) ( )x x 0− ∂

∂
�
��

�
�� =I Ω

Ω

(8.28c)

Per le (8.27) si ottiene:

σσ
εε

= ∂
∂

U
e (8.29a)

ϑϑ
ωω

= − ∂
∂
U

(8.29b)

χχ
ηη

= ∂
∂
V

(8.29c)

La funzione di dissipazione intrinseca per la fase solida in variabili generalizzate si scrive

� : � � �Ds

T p T T
= + −σσ εε ϑϑ ωω χχ ηη (8.30)
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Aggiungendo il contributo alla dissipazione energetica dovuto alla fase fluida, si ha la

funzione di dissipazione intrinseca per il materiale bifase, che, in variabili generalizzate, si

scrive

� : � � � �D
T p T T T p

= + − +σσ εε ϑϑ ωω χχ ηη ζζp (8.31)

Per la successiva dimostrazione del teorema statico dell ’adattamento è utile la seguente

proprietà. Siano dati due stati (.)’ e (.)’’ di uno stesso sistema, entrambi arbitrari ma

soddisfacenti le leggi di scorrimento e le relazioni di complementarità. Indicata con ∆(.) la

differenza (.)’- (.)’’, in virtù della associatività delle leggi di scorrimento risulta

necessariamente

∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆σσ εε ϑϑ ωω χχ ηη ζζ
T p T T T p

� � � �+ − + ≥p 0 (8.32)

Dimostrazione

Per brevità si pone

′ = ′ ′ ′ ′ = ′ ′

∂ ′
∂ ⋅

=
∂
∂ ⋅

∂ ′
∂ ⋅

=
∂
∂ ⋅

′′ = ′′ ′′ ′′ ′′ = ′′ ′′

∂ ′′
∂ ⋅

=
∂
∂ ⋅

∂
∂ ⋅

= ∂ ′′
∂ ⋅

′ ′ ′ ′ ′

′′ ′′ ′′ ′′ ′′

φφ φφ σσ χχ φφ φφ ϑϑ χχ

φφ φφ φφ φφ

φφ φφ σσ χχ φφ φφ ϑϑ χχ

φφ φφ φφ φφ

σσ χχ ϑϑ χχ

σσ χχ ϑϑ χχ

p p d d

p p d d

p p d d

p p d d

: , , : ,

: :

: , , : ,

: :

, , ,

, , ,

p
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p

p

3 8 3 8

3 8 3 8
(8.33)

Per la convessità delle funzioni di snervamento e danneggiamento, risulta:
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(8.34)

e
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(8.35)

Si rammenta che le precedenti disequazioni vettoriali valgono componente per componente;

pertanto, moltiplicando la (8.34a) per i moltiplicatori plastici e la (8.34b) per i moltiplicatori

di danneggiamento corrispondenti al processo (.)’, si ha, per la non negatività dei suddetti

moltiplicatori:

′′ ′ ≥ ′ ′ + ′′ − ′
∂ ′
∂

′ + ′′ − ′
∂ ′
∂
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(8.36)

Analogamente, moltiplicando la (8.35a) per i moltiplicatori plastici e la (8.35b) per i

moltiplicatori di danneggiamento corrispondenti al processo (.)’’, si ha, per la non negatività

dei suddetti moltiplicatori:
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Per le relazioni di complementarità sono nulli i primi addendi a secondo membro sia delle

(8.36a,b) che delle (8.37a,b), da cui segue
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(8.38)

e
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T

p

T p

T

p

T p

T

p

d

T
d

T
d

T

d

T
d

T

d

� � � �

� � �

3 8 3 8 3 8

3 8 3 8

p p
p

(8.39)

Sostituendo le leggi di scorrimento, le quali sono per ipotesi associate, le (8.38) divengono

′′ ′ ≥ ′′ − ′ ′ − ′′ − ′ ′ + ′′ − ′ ′

′′ ′ ≥ ′′ − ′ ′ − ′′ − ′ ′

%
&K

'K
φφ λλ σσ σσ εε χχ χχ ηη ζζ

φφ λλ ϑϑ ϑϑ ωω χχ χχ ηη

p

T
p

T p T

p

T p

d

T
d

T T

d

� � � �

� � �

3 8 3 8 3 8

3 8 3 8

p p
(8.40)

mentre le (8.39) divengono

′ ′′ ≥ ′ − ′′ ′′ − ′ − ′′ ′′ + ′ − ′′ ′′

′ ′′ ≥ ′ − ′′ ′′ − ′ − ′′ ′′

%
&K

'K
φφ λλ σσ σσ εε χχ χχ ηη ζζ

φφ λλ ϑϑ ϑϑ ωω χχ χχ ηη

p

T
p

T p T

p

T p

d

T
d

T T

d

� � � �

� � �

3 8 3 8 3 8

3 8 3 8

p p
(8.41)

Sommando membro a membro le (8.40a,b) si ottiene:

′ − ′′ ′ + ′ − ′′ ′ + ′ − ′′ ′ − ′ − ′′ ′ + ′ ≥

≥ − ′′ ′ − ′′ ′ ≥

σσ σσ εε ζζ ϑϑ ϑϑ ωω χχ χχ ηη ηη

φφ λλ φφ λλ

3 8 3 8 3 8 3 8 3 8
T p T p T T

p d

p

T
p d

T
d

� � � � �

� �

p p

0
(8.42)

essendo l’ultima diseguaglianza una conseguenza delle relazioni di complementarità, ovvero

della non positività delle funzioni di snervamento e danneggiamento e della non negatività dei

moltiplicatori plastici e di danneggiamento, rispettivamente. Analogamente, sommando

membro a membro le (8.41a,b) si ottiene:

′′ − ′ ′′ + ′ − ′′ ′′ − ′ − ′′ ′′ + ′′ + ′ − ′′ ′′ ≥

≥ − ′ ′′ − ′ ′′ ≥

σσ σσ εε ϑϑ ϑϑ ωω χχ χχ ηη ηη ζζ

φφ λλ φφ λλ

3 8 3 8 3 8 3 8 3 8
T p T T

p d

T p

p

T
p d

T
d

� � � � �

� �

p p

0
(8.43)

dove l’ultima diseguaglianza consegue dalle stesse motivazioni addotte per le (8.42).

Ricordando le che

� � � � � �′ = ′ + ′ ′′ = ′′ + ′′ηη ηη ηη ηη ηη ηηp d p d (8.44)

le (8.42),(8.43) divengono, rispettivamente,

∆ ∆ ∆ ∆σσ εε ϑϑ ωω χχ ηη ζζ
T p T T T p

� � � �′ + ′ − ′ + ′ ≥p 0 (8.45)

− ′′ − ′′ + ′′ − ′′ ≥∆ ∆ ∆ ∆σσ εε ϑϑ ωω χχ ηη ζζ
T p T T T p

� � � �p 0 (8.46)

Sommando membro a membro le precedenti, si ottiene:
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∆ ∆ ∆ ∆σσ εε εε ϑϑ ωω ωω χχ ηη ηη ζζ ζζ
T p p T T T p p

� � � � � � � �′ − ′′ + ′ − ′′ − ′ − ′′ + ′ − ′′�
�

�
� ≥4 9 3 8 3 8 p 0 (8.47)

ovvero

∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆σσ εε ϑϑ ωω χχ ηη ζζ
T p T T T p

� � � �+ − + ≥p 0 [Q.E.D.]

8.3 Considerazioni preliminar i alla teor ia
dell ’adattamento

8.3.1 I l concetto di D-stabili tà

Nella teoria dell ’adattamento, sviluppata di seguito, risulta cruciale una ulteriore ipotesi

riguardante la stabilit à del materiale e detta D-stabilit à. Precisamente, si consideri inizialmente

un sistema poroplastico B, discretizzato mediante variabili generalizzate, soggetto per τ≥0 ad

una storia di carico costituita da forze F( )τ  e pressioni ~( )p τ  imposte sui nodi di Γp le quali

siano funzioni del tempo (τ) ma variabili i n modo quasi-statico, ossia in modo

suff icientemente lento da non indurre apprezzabili fenomeni inerziali . Si supponga che un

agente esterno applichi per 0≤τ≤t in modo quasi-statico una perturbazione costituita da ∆F( )τ

e ∆~( )p τ  imposte sui nodi di Γp, così da indurre un a nuova storia di carico, perturbata,

costituita da F F( ) ( )τ τ+ ∆ e ~( ) ~( )p pτ τ+ ∆  imposte sui nodi di Γp. Si supponga inoltre che la

perturbazione possa riguardare anche le condizioni iniziali e cioè che possa mutare lo stato di

snervamento e di danneggiamento in cui B si trova inizialmente.

L’energia L che l’agente esterno fornisce al sistema è data da

L W d
T T

t

= + −I~
� ~ ~∆ ∆ ∆ ∆F u p q4 9 τ

0

(8.48)

essendo 
~

W  una costante che rappresenta l’energia richiesta per mutare lo stato iniziale di

snervamento e danneggiamento; ∆ �u e ∆~q  la differenza tra gli spostamenti ed i flussi,

rispettivamente, relativi alla storia di carico perturbata e quella effettiva.

Per il principio dei lavori virtuali generalizzato a sistemi bifase, la (8D1) diviene
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L W d
T T T T

t

= + + −I~
� �∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆σσ εε ζζp p G q4 9 τ

0

(8.49)

Scomponendo le deformazioni totali ed il contenuto di fluido totale nella somma della

porzione elastica e di quella plastica, la precedente diviene

L W d
T e T p T e T p T T

t

= + + + + −�
�

�
�I~

� � � �∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆σσ εε σσ εε ζζ ζζp p p G q τ
0

(8.50)

Sommando e sottraendo il termine ∆ ∆ ∆ ∆ϑϑ ωω χχ ηη
T T

� �−  si può scrivere equivalentemente:

L W d

d

T e T e T T T T
t

T p T p T T
t

= + + − − +�
�

�
� +

+ + + −�
�

�
�

I

I

~
� � � �

� � � �

∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆

∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆

σσ εε ζζ ϑϑ ωω χχ ηη

σσ εε ζζ ϑϑ ωω χχ ηη

p p G q

p

τ

τ

0

0

(8.51)

Posto

W t W d
T e T e T T T T

t

0 5 :
~

� � � �= + + − + −�
�

�
�I ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆σσ εε ζζ ϑϑ ωω χχ ηηp p G q τ

0

(8.52)

J t d
T p T p T T

t

1 6 : � � � �= + + −�
�

�
�I ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆σσ εε ζζ ϑϑ ωω χχ ηηp τ

0

(8.53)

la (8.48) può quindi essere espressa nella forma

L t W t J t1 6 1 6 1 6= + (8.54)

Si noti incidentalmente che, in virtù della (8.32), si ha

∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆σσ εε ϑϑ ωω χχ ηη ζζ
T p T T T p

� � � �+ − + ≥p 0 (8.55)

e quindi, in ogni caso, risulta

J t J t1 6 1 6≥ ∧ ≥0 0� (8.56)

cioè J è una funzione positiva e monotonamente non decrescente del tempo.

Ciò stante, si dice che il sistema B è D-stabile se, e solo se, per ogni storia di carico F( )τ ,

~( )p τ , per ogni perturbazione ∆F( )τ , ∆~( )p τ e per ogni istante t, W(t) risulta essere

inferiormente limitata:

∃ ∈ ≥ > −∞ ∀ ≥A W t A tR | 1 6 0 (8.57)
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Si noti che, se A≥0 oppure anche se W(t) ≥ - J(t) in ogni istante, allora risulta L(t)≥0 e si

parla allora di sistema stabile in grande nel senso di Drucker, ciò che significa che il sistema

assorbe energia dall ’esterno in corrispondenza di qualunque perturbazione del tipo descritto in

precedenza. Si fa notare tuttavia che nel caso generale non è detto che la D-stabilit à implichi

(né tantomeno sia implicata) dalla stabilit à in grande nel senso di Drucker. Al fine di

dimostrare il successivo teorema dell ’adattamento si richiederà la condizione della D-stabilit à,

ciò che costituisce indubbiamente una diff icoltà di natura teorica nel definire la classe di

materiali cui sia possibile applicare tale teorema, dal momento che, a differenza di quella di

stabilit à in grande secondo Drucker, la definizione di D-stabilit à è puramente matematica e di

diff icile interpretazione fisica

8.3.2 Definizione della risposta poroelastica fittizia

Come già osservato, il sistema poroplastico B è soggetto ad un a storia di carico F( )τ ,

~( )p τ . La risposta di B è ovviamente poroplastica e danneggiante, cioè è caratterizzata dallo

sviluppo di deformazioni plastiche, di accumulazioni irreversibili di fluido e di un progressivo

deterioramento delle caratteristiche meccaniche del sistema

Fig. 8.1  Sistema poroplastico effettivo B e sistema poroelastico fittizio Be
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Si consideri ora, nello spirito di quello che in ambito elastico-perfettamente plastico è detto

approccio alla Colonnetti, un sistema fitti zio Be il quale sia caratterizzato dalla medesima

geometria e condizioni di vincolo di B ma che sia privo di limiti di snervamento e di

danneggiamento. Si assuma che su Be agiscano le medesime condizioni di carico che agiscono

su B e, in aggiunta a queste, su Be siano imposti uno stato iniziale di plasticizzazioni εε 0
p
, uno

stato iniziale di accumulazioni irreversibili di fluidoζζ 0

p
, uno stato iniziale di dannoωω 0 ed uno

stato iniziale di incrudimentoηη0 . Si assuma infine che le proprietà poroelastiche di Be siano le

stesse che possederebbe B qualora esso fosse in uno stato di danno pari aωω 0 . In seguito alla

assenza di limiti di snervamento e danneggiamento, la risposta di Be è indefinitamente

poroelastica per qualunque condizione di carico, anche se risulta dipendente dallo stato di

danno impostoωω 0 . Ciò significa che le grandezze cinematiche che descrivono i processi di

snervamento e danneggiamento sono costanti nel tempo e pari ai valori iniziali:

� ( ) � � ( ) � � ( ) � � ( ) �εε εε ζζ ζζ ωω ωω ηη ηη
p p p p

t t t t t= = = = ∀0 0 0 0 (8.58)

e, conseguentemente, sono nulli gli i ncrementi di suddette variabili:

�� �� �� ��εε ζζ ωω ηη
p p

= = = =0 0 0 0 (8.59)

Be è detto sistema poroelastico fitti zio e la sua risposta è detta risposta poroelastica fitti zia (e

contrassegnata da un cappuccio). Indicando con ∆( ) : ( ) (�)⋅ = ⋅ − ⋅  la differenza tra la risposta

poroplastica effettiva di B e la risposta poroelastica fitti zia di Be, per la (8.59) si ha, nel caso

degli i ncrementi delle grandezze cinematiche che descrivono i fenomeni di snervamento e

danneggiamento,

∆ ∆ ∆ ∆� � � � � � � �εε εε ζζ ζζ ωω ωω ηη ηη
p p p p

= = = = (8.60)

Ciò stante, sarà utile al fine di dimostrare il successivo teorema di adattamento fare

riferimento ad una perturbazione che, in presenza di assegnate condizioni di carico F( )τ ,

~( )p τ  agenti sia su B che su Be permetta di passare dallo stato del sistema poroplastico fitti zio

Be a quello del sistema poroelastico effettivo B. In particolare è utile determinare la forma

assunta dalla funzione W(t) nel caso di tale perturbazione.
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Allo scopo si consideri che, essendo B e Be soggetti alle medesime condizioni di carico, si

ha

∆ ∆F 0 p 0= =~ (8.61)

e la perturbazione si riduce ad una modificazione dello stato di snervamento e danno.

Applicando il PLV generalizzato a sistemi bifase, si ha, per le (8.61),

∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆σσ εε ζζT T T T T T
� � �

~ ~+ − = − =p p G q F u p q 0 (8.62)

ovvero, separando i contributi plastici da quelli elastici,

∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆σσ εε σσ εε ζζ ζζT e T p T e T p T T
� � � �+ + + − =p p p G q 0 (8.63)

e, riordinando i termini,

∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆σσ εε ζζ σσ εε ζζT e T e T T T p T p

� � � �+ − = − −p p G q p (8.64)

Pertanto la funzione W(t) diviene:

W t W d

W d

T e T e T T T T
t

T p T p T T
t

0 5 = + + − + −�
�

�
� =

= + − − − +�
�

�
�

I

I

~
� � � �

~
� � � �

∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆

∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆

σσ εε ζζ ϑϑ ωω χχ ηη

σσ εε ζζ ϑϑ ωω χχ ηη

p p G q

p

τ

τ

0

0

(8.65)

Si noti che derivando rispetto al tempo si ottiene

� � � � �W t
T p T p T T1 6 = − − − +∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆σσ εε ζζ ϑϑ ωω χχ ηηp (8.66)

In generale si può sempre individuare per ogni sistema bifase un periodo transitorio

opportunamente lungo al termine del quale è possibile considerare estinti gli effetti delle

condizioni iniziali . Si parla allora di risposta poroplastica effettiva a regime e di risposta

poroelastica fitti zia a regime per identificare il comportamento del sistema a transitorio

esaurito. Si noti che il suddetto transitorio deve essere suff icientemente lungo da poter

considerare trascurabili , nel caso della risposta poroelastica fitti zia a regime, anche gli effetti

dell ’imposizione dello stato iniziale di snervamento εε 0
p
,ζζ 0

p
, ηη0 e danneggiamentoωω 0 .
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8.3.3 Criterio di adattamento

Nel presente contesto si intende con il termine di adattamento la cessazione, dopo un

periodo transitorio iniziale, di ogni fenomeno irreversibile del comportamento del materiale

bifase, il quale pertanto a regime non sviluppa deformazioni plastiche ( �εε
p

= 0 ), non

accumula irreversibilmente fluido ( �ζζ
p

= 0 ), non si danneggia ( �ωω = 0 ) e presenta dei limiti di

snervamento e danneggiamento immutabili nel tempo ( �ηη = 0). In altre parole la risposta a

regime del sistema è, in condizioni di adattamento, puramente poroelastica e non

danneggiante, essendo le grandezze che descrivono i fenomeni irreversibili ( εε ζζ ωω ηη
p p
, , , ) pari

ai valori raggiunti al termine del transitorio iniziale. Ne consegue che l’energia dissipata

risulta superiormente limitata qualora si abbia adattamento e solo in tale caso, ovvero si

assume il seguente criterio di shakedown:

lim ( ) lim � � � �
t t

T p T p T T
t

D t d
→∞ →∞

= + + −�
�

�
� < +∞I σσ εε ζζ ϑϑ ωω χχ ηηp τ

0

(8.67)

La (8.67) generalizza il criterio di adattamento per materiali bifase, includendo la

possibilit à di comportamento danneggiante della fase solida.

8.4 Teorema statico dell ’adattamento

Nel caso di sistemi bifase il cui comportamento può essere ricondotto al modello

precedentemente descritto, è possibile estendere il classico teorema statico dell ’adattamento

(teorema di Melan), come mostrato di seguito.

8.4.1 Condizione necessar ia di adattamento

Se un sistema D-stabile è soggetto ad adattamento in corr ispondenza del dominio di carico

assegnato, allora esiste almeno uno stato iniziale di snervamento e danneggiamento,

caratterizzato da valori iniziali εε0
p
,ωω 0 , ηη0 eζζ0

p
delle variabili di natura cinematica ed

irreversibile che descrivono i due fenomeni, tale per cui la corr ispondente risposta
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poroelastica fitti zia a regime a qualunque azione esterna appartenente a Π soddisfa le

condizioni di ammissibilit à plastica e di danneggiamento

φφ σσ χχ φφ ϑϑ χχp d
� , � , � � , �p 0 04 9 4 9≤ ∧ ≤ (8.68)

Dimostrazione

Per ipotesi si ha adattamento. Ciò implica l’esistenza di una risposta puramente

poroelastica dopo un periodo transitorio iniziale, cioè in condizioni di regime, dopo che si

sono esauriti gli effetti delle condizioni iniziali , gli eventuali fenomeni di snervamento e

danneggiamento e gli effetti da essi indotti (si fa presente che, a causa dei fenomeni diffusivi,

occorre un certo periodo di tempo dopo la cessazione dei fenomeni di plasticizzazione e

danneggiamento aff inché si estinguano gli effetti ad essi dovuti). Identificando i valori iniziali

εε0
p
,ωω 0 , ηη0 eζζ0

p
 con quelli presenti al termine del suddetto transitorio, la risposta reale in

termini di grandezze di natura statica deve essere tale da rispettare le condizioni di

ammissibilit à plastica e di danneggiamento (8.68). [Q.E.D.]

8.4.2 Condizione sufficiente di adattamento

Dato un sistema D-stabile, se esiste almeno uno scalare m > 1 ed almeno uno stato iniziale

di snervamento e danneggiamento, caratterizzato da valori iniziali εε0
p
,ωω 0 , ηη0 e ζζ0

p
 delle

variabili di natura cinematica ed irreversibile che descrivono i due fenomeni, tale per cui la

corr ispondente risposta poroelastica fitti zia a regime a qualunque azione esterna

appartenente a Π soddisfa le condizioni di ammissibilit à plastica e di danneggiamento.

φφ σσ χχ φφ ϑϑ χχp dm m m m m� , � , � � , �p 0 04 9 4 9≤ ∧ ≤ (8.69)

allora il sistema è soggetto ad adattamento in corr ispondenza del dominio di carico

assegnato.

Dimostrazione

Per brevità si pone
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� : � , � , � � : � , �φφ φφ σσ χχ φφ φφ ϑϑ χχp p d dm m m m m= =p4 9 4 9 (8.70)

Per la convessità delle funzioni di snervamento e danneggiamento, risulta:

� � � �

� � �

φφ φφ ΦΦ
σσ

σσ σσ
φφ
χχ

χχ χχ
φφ

φφ φφ φφ
ϑϑ

ϑϑ ϑϑ φφ
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χχ χχ

p p
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T T
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T T
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T T

d d
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T T
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T T
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≥ + ∂
∂
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��
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�� −

≥ + ∂
∂

�
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�
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��
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'

K
K
K
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p p

(8.71)

Si rammenta che le precedenti disequazioni vettoriali valgono componente per componente;

pertanto, moltiplicando per i moltiplicatori plastici del processo effettivo, i quali sono non

negativi, si ha:

� � � � � � � � �

� � � � � � �

φφ λλ φφ λλ σσ σσ
φφ
σσ

λλ χχ χχ
φφ
χχ

λλ
φφ

λλ

φφ λλ φφ λλ ϑϑ ϑϑ
φφ
ϑϑ

λλ χχ χχ
φφ
χχ

λλ

p

T

p p

T
p

T p

T

p

T p

T

p

T p

T

p

d

T

d d

T
d

T
d

T

d

T
d

T

d

m m m

m m

≥ + −
∂
∂

+ −
∂
∂

+ −
∂
∂

≥ + −
∂
∂

+ −
∂
∂

%

&
K
K

'
K
K

4 9 4 9 3 8

4 9 4 9

p p
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(8.72)

I primi addendi delle (8.72a,b) sono nulli per complementarità e si ha pertanto:

� � � � � � � �

� � � � � �

φφ λλ σσ σσ
φφ
σσ

λλ χχ χχ
φφ
χχ

λλ
φφ

λλ

φφ λλ ϑϑ ϑϑ
φφ
ϑϑ

λλ χχ χχ
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χχ
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p

T

p

T p

T

p

T p

T

p

T p

T

p

d
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d
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T
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T
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T
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∂
∂

+ −
∂
∂
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∂
∂
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∂
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K
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K
K
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Sostituendo le leggi di scorrimento, le quali sono associate per ipotesi, si ottiene:

� � � � � � � �

� � � � � �

φφ λλ σσ σσ εε χχ χχ ηη ζζ

φφ λλ ϑϑ ϑϑ ωω χχ χχ ηη

p

T

p

T p T

p

T p

d

T

d

T T

d

m m m

m m

≥ − − − + −

≥ − − −

%
&
K

'
K

4 9 4 9 3 8

4 9 4 9

p p
(8.74)

Sommando membro a membro le (8.74a,b), si ottiene:

σσ σσ εε ϑϑ ϑϑ ωω χχ χχ ηη ηη ζζ

φφ λλ φφ λλ

− + − − − + + − ≥

≥ − − ≥

m m m m
T p

T T

p d

T p

p

T

p d

T

d

� � � � � � � � �

� � � �

4 9 4 9 4 9 3 8 3 8p p

0

(8.75)

dove l’ultima diseguaglianza consegue dalle relazioni di complementarità, tenendo presente

da una parte la non positività delle funzioni di snervamento e danneggiamento e dall ’altra la
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non negatività dei moltiplicatori plastici e di danneggiamento, rispettivamente. Ricordando

che

ηη ηη ηη= +p d (8.76)

la (8.75) diviene

σσ σσ εε ϑϑ ϑϑ ωω χχ χχ ηη ζζ− + − − − + − ≥m m m m
T p T T T p

� � � � � � � �4 9 4 9 4 9 3 8p p 0 (8.77)

Riordinando i termini si ottiene:

σσ εε ϑϑ ωω χχ ηη ζζ σσ εε ϑϑ ωω χχ ηη ζζ
T p T T T p T p T T T p

m� � � � � � � � � � � �+ − + ≥ + − +�
�

�
�p p (8.78)

ovvero, per la definizione di funzione di dissipazione intrinseca,

� � � � � � � � �D t m
T p T T T p

1 6 ≥ + − +�
�

�
�σσ εε ϑϑ ωω χχ ηη ζζp (8.79)

Sommando e sottraendo la funzione di dissipazione intrinseca, si ha:

� � � � � � � � � � � � �D t m mD t m
T p T T T p T p T T T p

1 6 1 6≥ + − +�
�

�
� + − + − +�

�
�
�σσ εε ϑϑ ωω χχ ηη ζζ σσ εε ϑϑ ωω χχ ηη ζζp p (8.80)

Riordinando i termini, si ottiene

( ) � � � � � � � � �1− ≥ − + − − − + −�
��

�
��m D t m

T p T T T p

1 6 4 9 4 9 4 9 3 8σσ σσ εε ϑϑ ϑϑ ωω χχ χχ ηη ζζp p (8.81)

Dividendo per (1-m), che è negativo, si ricava:

� � � � � � � � �D t
m

m

T p T T T p

1 6 4 9 4 9 4 9 3 8≤ −
−

− + − − − + −�
��

�
��1

σσ σσ εε ϑϑ ϑϑ ωω χχ χχ ηη ζζp p (8.82)

Si ponga∆ ⋅ = ⋅ − ⋅1 6 1 6 1 6: �  e si faccia riferimento ad una perturbazione operata da un agente

esterno che, tramite un cambiamento dello stato iniziale di snervamento e danneggiamento,

permetta di passare dallo stato del sistema poroelastico fitti zio a quello del sistema

poroplastico effettivo. Ricordando la (8.66) si ha,

� � � � � �D t
m

m

m

m
W t

T p T T T p

1 6 1 6≤ −
−

− − + −�
�

�
� = −

−1 1
∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆σσ εε ϑϑ ωω χχ ηη ζζp (8.83)

Integrando la (8.83) si ricava:

D t
m

m
W t W

m

m
W W t1 6 1 6 1 6 1 6≤ −

−
− =

−
−

1
0

1
~

(8.84)
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Poiché si suppone per ipotesi che il sistema sia D-stabile,

∃ ∈ ≥ > −∞ ∀ ≥A W t A tR | 1 6 0 (8.85)

e quindi si può ulteriormente maggiorare l’energia dissipata

D t
m

m
W A1 6 ≤

−
− < +∞

1
~

(8.86)

la quale risulta pertanto essere superiormente limitata per ogni valore di t. Ne consegue

immediatamente che

lim
t

D t
→+∞

< +∞1 6 (8.87)

ovvero si ha adattamento. [Q.E.D.]

8.4.3 Diff icoltà introdotte dal danneggiamento

Nonostante la somiglianza formale, il teorema statico di adattamento sopra dimostrato

risulta notevolmente più complesso delle analoghe versioni valide in assenza di fenomeni di

danneggiamento. La diff icoltà risiede essenzialmente nella dipendenza delle proprietà

elastiche del materiale dallo stato di danno sviluppato; poiché quest’ultimo non è noto a priori

ma è un incognita del problema (lo stato di danneggiamento ωω 0 ), non sono note neppure le

risposte elastiche ai carichi assegnati. Come si vedrà tra breve, la dipendenza di queste ultime

dallo stato di danno non è inoltre lineare , neppure nell ’ipotesi che sia tale la dipendenza della

matrice Ddaωω .

Queste diff icoltà sono notevoli qualora si voglia applicare il teorema alla risoluzione di

problemi concreti, anche se molto semplici. Nello sviluppo di metodi risolutivi si rende infatti

necessario operare una discretizzazione del problema e, sia utili zzando la tecnica delle

variabili generalizzate, sia altri metodi, il numero delle variabili che descrivono il danno viene

ad essere inevitabilmente elevato, anche per problemi di piccole dimensioni. Anche

nell ’ipotesi di danneggiamento isotropo (la funzione tensoriale ωω(x) si riduce ad una funzione

scalare ω(x)) lo stato di danno rimane sempre descritto da un vettoreωω ; a causa della

dipendenza non lineare del problema da tali (non poche) variabili risulta molto oneroso un

qualunque metodo risolutivo.
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Allo scopo di confermare quanto sopra osservato si mostra di seguito come anche nel caso

di un modello molto semplice ma in presenza di danneggiamento, ci si imbatta in diff icoltà

diff icilmente superabili . Il modello che si assume, che per semplicità si limit a ad un materiale

monofase, si basa sull ’ipotesi che lo stato di danno in un punto del materiale sia isotropo e

dipendente solamente dalle plasticizzazioni ivi sviluppate. Precisamente, indicato con la

variabile scalare d(x) (che prende il posto delle variabili cinematiche del danneggiamento ωω)

lo stato di danno nel punto x, esso sia legato agli y moltiplicatori plastici λα(x) (α =1,...,y)

dall ’espressione

d
y

( ) ( )x x= −
=

∑1
1

λα
α

(8.88)

In assenza di plasticizzazioni (λα(x)=0) il materiale è perfettamente integro (d(x)=1), mentre

si suppone che qualora il valore di d(x) scenda al di sotto di una certa soglia d* il materiale

possa considerarsi completamente danneggiato e pertanto non più in grado di resistere alle

sollecitazioni. Si discretizzi il continuo mediante variabili generalizzate e siad il vettore in cui

si raccolgono quelle che discretizzano il campo d(x); la (8.88) può essere tradotta in termini di

variabili generalizzate mediante un opportuno legame lineare trad eλλ :

d v W= − λλ (8.89)

essendo v un vettore tutti gli elementi del quale sono pari ad 1 e W una matrice che provvede

ad “estrarre” i moltiplicatori plastici opportuni dalla totalità delle variabili generalizzate λλ .

Ad esempio, se si adotta una modellazione del tipo ill ustrato nel §2.2.4, le variabili

generalizzate sono interpretabili come i valori puntuali del campo modellato in punti

opportuni (i baricentri delle parti in cui si suddivide l’elemento triangolare di cui al §2.2.4.1, i

punti di Gauss degli elementi triangolari e quadrati di cui al §2.2.4.2 e §2.2.4.3

rispettivamente) ed è pertanto facile definire la matrice W.

Si suppone che il comportamento del materiale sia perfettamente plastico (cioè non

incrudente) e che le funzioni di snervamento siano lineari a tratti e pertanto esprimibili come

φφ σσ= − ≤N Y 0σ
T (8.90)
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Non occorre definire funzioni di danneggiamento in quanto si suppone che i fenomeni di

danno siano direttamente riconducibili a quelli di snervamento tramite la (8.89). Ricordando

la (2.152), gli sforzi residui possono essere espressi nella forma

ρρ εε= Zd
p

(8.91)

essendo

Z D CK C D Dd d d
T

d d:= −
−1

(8.92)

K C D Cd
T

d:= (8.93)

ed essendoDd la matrice di rigidezza elastica in presenza dello stato di danneggiamentod .

Dalla (8.92) si nota immediatamente che la dipendenza del problema dad non è lineare,

nemmeno se è tale l’espressione D D dd d= 3 8 .

Si suppone che la legge di scorrimento sia associata. E’ quindi possibile ottenere le

deformazioni plastiche incrementali derivando le funzioni di snervamento (8.90), le quali

hanno anche il significato di potenziali plastici:

� � �εε φφ
σσ

λλ λλ
p

T

= ∂
∂

= Nσ (8.94)

La (8.91) è pertanto esprimibile come

ρρ λλ= Z Nd σ (8.95)

si noti che la (8.95) esprime un legame non lineare tra gli sforzi residui e i moltiplicatori

plastici, perché Z Z dd d= ( ( ))λλ .

Nel caso in cui il dominio di carico sia iperpoliedrico e il l egame tra sforzi e deformazioni

elastiche sia lineare a danno costante, si può dimostrare (v. Polizzotto, Borino e Fuschi [66])

che, come nel caso di assenza del danneggiamento, è suff iciente considerare, ai fini

dell ’analisi di adattamento, i soli vertici del dominio di carico. Detto d uno stato di danno

iniziale (incognito a priori) la rispostaσσdk
e

(ovviamente dipendente da d ) alla condizione di

caricoFk relativa al k-esimo vertice del dominio di carico, è data da

σσ εεdk
e

d dk
e

d dk d d k= = =
−

D D Cu D CK F
1

(8.96)
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Si può a questo punto esprimere il coeff iciente di sicurezza come soluzione del seguente

problema di programmazione matematica:

s T
d d k

T
d

T
d= + ≤ = = −

−
max � , � , � �

,
�

,
�

µ
σ σ σ σµ µ

λλ
λλ λλ λλ

d
N D CK F N Z N Y C Z N 0 d v W

1

J L (8.97)

Il problema (8.97) è fortemente non lineare, a causa della dipendenza da �d delle proprietà

elastiche del materiale ( Dd ,K d ,Zd ), ciò che ne rende non proponibile la soluzione diretta. E’

ipotizzabile una procedura iterativa basata sulla soluzione di una sequenza di problemi lineari

ottenuti dalla (8.97) ad esempio supponendo di utili zzare alla n-esima iterazione le matrici

Dd , K d , Zd  corrispondenti allo stato di danno ricavato dalla (n-1)-esima iterazione,

assumendo come stato di danneggiamento iniziale quello di materiale integro ed aggiornando

tale stato di danno ad ogni iterazione. Naturalmente non è facile trovare delle condizioni che

assicurino la convergenza di tale metodo e, anche se questo fosse il caso, rimarrebbe

comunque in dubbio l’attendibilit à del risultato che si sarebbe ottenuto, dal momento che in

letteratura non vi sono (per lo meno per quanto a me noto) risultati relativi al modello

descritto né a modelli i n qualche modo simili che possano essere assunti come termine di

riferimento per un confronto.


