Appendice A

Nozioni di analis convessa
e di ottimizzazione matematica

A.1 Analis convessa

Di seguito si esporgono sinteticamente le nozioni fondamentali di analisi convessa e
sono state utilizzate nella tesi. Per maggori informazioni s rimanda a numeros testi
disponibili in letteratura, tra ai Fiacoco e McCormick [32], Panagotopouos [63] e
Rockafeller [78], da aui si € &tinto nellastesura del presente paragrafo.

A.1.1 Insiemi convess

A.1.1.1 Generalita

Dato uninsieme K di unospazio X, K & detto esere omnves se esolo se
X =AX; +(1-A)x, OK Ox, OK,Ox, OK,0A 0001 (A1)

La condzione sopra eurciata dferma e K € oonves se esolo se a es appartengono

tutti i purti del segmento avente per estremi due dementi generici di K (v. Fig. A.1). Si nati
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chela condzione di convessta (A.1) coincide @n quelladi connessone per segmenti e dell
purto x definito nella (A.1) rappresentail piu generale demento d K, qualora quest’ultimo sia
conves. Per convenzione I’insieme vuato [ € onves.

Dato uninsieme non vudo K di X, s dice diusura onvessadi K I'intersezione di tutti i
sottoinsiemi convess di X che antengonoK. SeK & diuso e mnvess, alora mincide onla
sua dhiusura mnvess. Frequentemente in letteratura d s riferisce dla diiusura mnvess di

uninsieme medianteil corrisponcdente termine inglese, ovvero convexhull.

X

@ b) ( c)(
Fig. A.1 Uninsieme onves (a), uninsieme non convess (b) e la chiusura convessa di quest’ ultimo (c)

A.1.1.2 Iperpoliedri

Un iperpdiedro N e I'intersezione (eventualmente woata) di un numero finito d semi-

iperpiani chiusi, ovwao
N:={x | a/xsh (=1..,N)} (A.2)

In base dla definizione data, uniperpdiedro € I'insieme (eventualmente vuato) del purti
che soddsfano uninsieme di N disequazioni lineai. Riscrivendoin forma matriciale i vincoli
della(A.2), s ha

M:={x | Ax<b} (A.3)

essendo

A.2
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a, by
A= : b:=|: (A.4)

ay by
In quanto intersezione di un numero finito d insiemi chiusi, un iperpdiedro & pure un
insieme diuso; indtre, essendo unsemi-iperpiano uninseme Nves, uniperpaliedro, in
quanto intersezione di un numero finito d insiemi convess, & pure uninsieme oNvesL. Si fa
presente the esistonomolte dtre definizioni, diverse da quella utili zzata in questo contesto, le
quali associano il termine di (iper)pdiedro ad insiemi di purti di natura in generale diversa

dall’intersezione di semi-iperpiani, nonincludendo ,in perticolare, la nvessta.

Dati m elementi xi (k=1,...m), ura combinazione x di questi ultimi che sia rispettosa delle

condzioni
X = X =1 >0 Ok=1..m A5
Zlﬂk k ;Uk My (A5

e detta essre una combinazione convessa degli xx. Un iperpdiedro € il luogo delle

combinazioni convess del suo vertici. Vaeinfatti il seguente

TEOREMA Al
Sall uniperpdiedro d unospazio X; I abka mvertici x (k=1,...m). Dato unelemento

x di X, x appatieneall se, e solo se, € unacombinazione wnvessa degli mvertici X, .

Dimostrazione

Si nati in primo luogo che, esendo M un daminio conves, es coincide n la sua
chiusura onvess, la quale, esendo M iperpdiedrico, coincide @n la diusura mnvessa
dell'insieme (discreto) degli m vertici xx. Ordinati in modo qulsiasi gli m vertici xx ed
indicata on C;, la chiusura mnvessadell’insieme wstituito dai primi h vertici di 1, il teorema

puo essere pertanto equiva entemente riformulato nel seguente modo

A.3
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k
xC o 4,20 Ok=1..m (A.6)

Dimostrazione della necessta della condzione

Si deve dimostrare dhe, se x appartiene all, allora éuna combinazione mnvessa del suoi
vertici. La dimostrazione procede per induzione matematicasul numero mdi vertici di IM.
BASE DELL'INDUZIONE Qualoram=1, I si riduce d solo purto x; ed e pertanto owvo che
se xCy, dlorax=x; e 141=1>0
PASS DELL'INDUZIONE Si assuma per ipotes indutiva de, dato un generico daminio

iperpaliedrico con m-1 vertici, valgala seguente condzione

m-1
X= ZUKXK
=1
x[0C, 0 #,20 Ok=1..m-1 (A7)

Z/szl

Si consideri poi un generico daminio I iperpaliedrico avente m vertici e Siay un generico

purto appartenente aCy, 1, chiusura mnvessadell'insieme dei primi m-1 vertici di . Siaorax
un generico puro appartenente d segmento avente per estremi y € Xy,

Xx=ay+(1l-oa)x, a o] (A.8)
Poiché ylICy1 LU Cry, Xm U Cry € per la mnvesstadi Cy, xOC,. Datala generditadi y ed a, x
rappresentail piu generale purto appartenente aC,. Posto

aA, 20 (k=1..,m-1
= A.9
Hi {1—020 (k=m) A9
Si ottiene
m-1 m
Xx=ay+(1-a)x, = az AX +H(@A-a)x, = Z KX, (A.10
=1 =1
Si haindtre

A4
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m-1

Z—/\k+(1—a):a+1—a:1 (A.11)

iﬂk:a

cio che completaladimostrazione del pas dell’'induzione, ovvero

k
xC 0 U, 20 Ok=1..m (A.12

Dimostrazione della sufficienza della condizione

Si deve dimostrare de, se x & una @mbinazione @nvessa dei vertici di M, allora
appartiene a eso. Gli m vertici xM; s ha quind Ax<b (k=1,...,m). Poiché pux = 0
(k=1,...,m), risulta pure p AxSpkb (k=1,...,m). Ne mnsegue de

Ax:AZukxk = ZukAXk < Zukbzltﬂ):b (A.13
=1 =1 =1

cio chedimostralatesi. [QE.D]

Si nati che nel caso m=2 il teorema viene a oincidere on la definizione di convessta di

un segmento.

A.1.1.3 Operatori lineari su domini iperpoliedrici convess

TEOREMA A2
Sa dato un operatore lineare M che trasforma elementi x di uno spazio X in elementi y di uno

spazio Y, owero

M:X oY (A.14)
M[iukxk}iukhﬂ(xk) (A.15)

e sano dom(M) ed cod(M), rispettivamente, il dominio ed il codominio di M. Sa dato un

dominio iperpoliedrico X*[0 dom(M) e sia Y* il trasformato di X*, owero l'insieme del

A5
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trasformati degli elementi di X*. Ovviamente Y* [ cod(M) e per ogn elemento y* di Y* esiste
almeno un elemento (a priori potrebbero eservene anche piu d ung x* di X* il cui

trasformato e y*, ovveo
Oy* OY*, x* OX* | M(x*)=y* (A.16)
Cio stante, anche Y* euniperpdliedroi cui vertici sonoi trasformati dei vertici di X*.

Dimostrazione
Sia x* un generico elemento d X* e sia y* il trasformato d x* mediante M. Data la
genericitadi x*, y* rappresentail piu generale demento d Y*. Poiché x* OX*, per il teorema

A.1l, esrisulta essre una @mbinazione mnvesskadeai vertici X di X*, ovvero

x*=2ukxk Zuk:1 Y, 20 (k=1...,m (A.17)

k=1 k=1

Poiché M e un ogeratore lineae, risulta
y*=M(x*)= M(Z :ukxk):Z:ukM(Xk) (A.18
k=1 k=1

Ci0 che, datala genericitadi y* ed in virtu del teorema A.1, implica de Y* siaiperpadliedrico
ed abbia cme vertici i trasformati dei vertici di X*. [QE.D]

Il teorema trova una goplicazione immediata cnsiderando che le eguazioni governanti il
problema dastico lineare sono per I'appurto lineai. Pertanto, qualora s consideri un sistema
soggetto a caichi vincolati ad appartenere al un daninio iperpaiedrico nello spazio delle
azioni esterne, se il legame @dtitutivo e indefinitamente dastico lineae evale l'ipotesi di
picooli spostamenti e deformazioni, allora anche larisposta del sistemain termini di sforzi (o

azioni interne) e vincolata a appartenere a un daninio iperpali edrico.

A.6
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A.1.2 Funzioni convesse

A.1.2.1 Generalita

Data unafunzionerealef: X - Red unsottoinsieme cnves KOdom(f), f e unafunzione

convessa d x in K se esolo se, [x; 0K, Ox20K e JAO[0,1] risulta
f(AX, + (1= A)X,) S AF () + (1= A) f (X,) (A.19

f & detta esere strettamente nvessa se la precalente diseguadianza vale strettamente (per
X1#X2). Se l'insieme onveso K coincide on l'intero spazio X, si dice semplicemente che f

convess.

A
f(x

A () +(1- A) f (x0)
f (x| /

f (A x3+(2- A) T (x2)) \_/

X1 AX1 + (1-A)X2 X2

Fig. A.2 Unafurzione mnvessa

Se f OC Y(K), dlora, come éfadle verificae, ura definizione euivalente di funzione
convessa e e 0 x; 0K, O x, OK
f(x,) = f(x,)+[Of (xl)]T (X, —X,) (A.20
e una definizione eyuivaente di funzione strettamente cnvessa € ¢e valga in senso stretto la
precalente diseguaglianza (per X1 Z X»). La (A.20) aff erma geometricamente dhe una proprieta
caatteristicadelle funzioni convesse equelladi giacae “sopra” ad ogni i perpiano tangente.
Seinfine f OC %(K), unialtra definizione equivalente di furnzione mnvessa & die OxOK la

matrice hessana [0® f(x) sia semidefinita pasitiva, ovvero

A7
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y'[0@f (x)]y=0 Oy (A.21)

mentre unaltra definizione equivalente di funzione strettamente wnvessa e ¢e la suddetta
matrice hessana sia definita paositiva (ovvero che la (A.21) valga strettamente [yz0). Per

convincersene basta mnsiderare lo sviluppo d Taylor di f:
1
(%) = 0) +[0F ()] (6 =0) + 206 =x) [OF O @)] 0, -x) - (A22

in cui & giacesul segmento congiungente x; e X»; poiché la matrice hesdana e semidefinita
positiva, I'ultimo addendo e non regativo, cio che implicala (A.20) e quindi la cnvessta di
f, inmodosimile s dimostra anche il teorema inverso.

Funzioni ed insiemi conwvess devono la medesima qualifica & fatto che le funzioni
convese, ed ese solamente, hanno sopragrafico convessn, esendo il sopragrafico d una
funziore l'insieme

{xc) | f(x)<c, cOR, xOK} (A.23

Un'altra caatteristica de acomuna insiemi e funzi oni convese eil fatto che, se f e
convesain K, alloral'insieme (eventuamente vuoto)

{xOK | f(x)<c} (A.249)
e onves [IclR, cio che discende immediatamente dal fatto che, sef (X)) <cef (x2) <c,
alora, esendo AL[0,1], f (AXg + (1-A)X2) < Af(X)+ (1-A) f(X2) < Act+(1-A) c <c equindi Axy
+ (1-A)x; appartiene dl'insieme (A.24) .

Un'dtra proprieta, d immediata verificabilita, e il fatto che una qualsiasi combinazione
lineae mn coefficienti non regativi di funzioni convesse su d uno stes insieme K e ancora

unafunzione mnvessaasu K.

TEORBEMA A3

Saf unafunzione mnvessa della variabile x, esia x = Wx unatrasformazione di variabili

lineare. Tale trasformazione mnserva la convessta d f, ossa f(Px) € unafunzione mnvessa

di x.

A.8
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Dimostrazione
Posto

X, i=Wxa X, 1= WXz (A.259)
per lalineaita dellatrasformazione di variabili e per la onvesstadi f rispetto ax, si ha

F(W(AXL+(1=A)X2)) = f(AWXL +(1-A)Wxz) =
= f(Ax, +(1-A)x,) =
< Af(x,) +(1-A)F(x,) =
= Af(Wxa)+(1-2) f(Wx2)

(A.25)

ovvero f(Px) & onvessadi X. [QE.D]

Il teorema ntinua naturalmente a valere anche nel caso particolare in cui f sia una

funzione diff erenziabil e, dtre dhe omnvess. Intal caso es s esprime nellaforma:

f(PX) = f(¢§)+a_f_
0X|;

X

(X-%) (A269)
Si puoanche dare una dimostrazione diretta dell a (A.263):

FWX) = F(%) > f(x)+ﬂ

(X-x)=

X

of (lIJX)

= 1)+ = 05 (R ux) =

(A.26b)
af(lIJX)

= f(Px )+
(%%

Nella precalente deduzione s e tenuto conto della mnwvessta di f rispetto a x (assunta per

R ﬂ
= f(l.|Jx)+a§

X

ipotesi) e della lineaita della trasformazione W e del teorema di derivazione della funzione

composta.

A.9
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A.1.2.2 Funzioni convesse di combinazioni convesse

TEORBEMVA A4
Data unafunzionerealef: X - R, f e unafunzione mnvessa d x in KOdom(f) se esolo

se, per ogn combinazione mrvessa d un numero finito d elementi xi di K, risulta
f X, | f(x A.2
(;Hk kj lelk (Xi) (A.27)

Dimostrazione dell a sufficienza della condizione
E’ innanzitutto ovvo che se la (A.27) vale per qualungque combinazione onvessy, alora
vale anche per una qualungle combinazione di due soli elementi di K, cio che mincide @mnla

definizione di funzione mnvessa.

Dimostrazione della necessta della condizione

La dimostrazione procede per indwione matematica sul numero m di elementi della
combinazione MNVeSK
BASE DELL'INDUZIONE Per m=2 s ritrova banalmente la condzione de definisce una
funzione mnvessa.
PASS DELL'INDUZIONE Si asuma per ipotes indutiva de, per ogni combinazione

convessadi m-1 elementi di K, s abbia

m-1 m-1
f convesa 0O f AX S Y A F(X A.28
PREAE S RIeH (.29
Si consideri orauna generica ®mbinazione mnvessadi melementi di K
X:Zukxk ;ukzl 4,20 (k=1...m (A.29
Posto
m-1
a= Z U, 004 (A.30
=1

Quaorasaa = 0s ha yu, =0(k=1...m-1) ey, =1 eqund lates segue banalmente

(indipendentemente dalla cnwvesstadi f):

A.1C
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f(; ukxka F(x,)< f(x,) (A.31)

Quaorasiainvecea # 0s ha

f [Z:“k)(kj =f (mgukxk + /mem) =f (GZ%Xk + (1‘0’)me (A.32

Per la mnvesstadi f s ha

(;ukxk) [ Zl“ C+(1- a)xj af[zlﬂxkjﬂl—a)f(xm) (A.33)

Posto
2 :=%20 Ok =1..m-1 (A.34)

risulta
m-1 m-1 1 m-1
A=y Fe=oS =1 (A.35
=1 =ad 0=
equindi, per I'ipotesi indutiva, si ha

f(iukx) aZA f(x,)+@-a)f(x Zuk O+ UL f(X,) = ;ukf(xk) (A.36)

cio chedimostralatesi. [QE.D]

A.1.2.3 Diseguaglianze con funzioni convesse

TEOREMA A5
Data una funzione convessaf: X - R,siaf(0) < Oesiano w>1ecduescalari. S ha
f(lax)<sc O f(xX)<c (A.37)

Dimostrazione

Lates segue immediatamente dall a seguente cdenadi diseguagli anze:

A.l1
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f(x):f(iaw(l—i)mjs
w w

f () +(1—ijf 0) <
w

1
+(1—5)f (0) <

<
(A.39)

La prima diseguaglianza sussste per la mnvesstadi f, lasemndaperché f (wx) <celaterza
perchéf (0) < c. [QE.D]

A.1.2.4 Funzioni vettoriali

Tutto quanto visto relativamente afunzioni scdari di variabile vettoriale (cioeéf: R"- R) s
estende afunzioni vettoriali di variabile vettoriale (cioé f : R"- R™) applicando le precedenti
definizioni e proprieta comporente per comporente. Ad esempio la definizione di convessta
(A.19) diviene

fL(AX, + (L= 2A)X,) < Af,(X,) + (1= A) f,(X,)
: (A.39
fro(AX, + (1= A)X,) S AF (X)) + (1= A) . (X,)
ovvero, compattamente,
f(Ax, + (1= 2A)x,) S Af(x,) + (1= A)f (x,) (A.40
Analogamente, utili zzando la notazione vettoriale si estendonotutte le precalenti relazioni

sempli cemente sostituendo ayni occorrenzadi f conf.

A.12
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A.2 Programmazione matematica

Di seguito s esporgono sinteticamente le nozioni fondamentali di programmazione
matematica de sono state utilizzate nella tesi. Per maggiori informazioni s rimanda a
numerosi testi disponibili i n letteratura, tra ai Best [1], Ritter [77], Cottle [26] e Lloyd Smith
[49] dai quali si e atinto nellastesura del presente paragrafo.

A.2.1 Programmazione non lineare (NL P)

A.2.1.1 Generalita

Il problema oggetto della programmazione matematica &la minimizzazione' vincolata di
una funzione (in generale di piu variabili) F(x), detta funzione obiettivo, e si scrive nella

seguente forma (detta programma):

mxin{F(x) | g(x)<0 (i=1...,m} (A.4))

Poiché lafunzione ohiettivo € in generale nonlineae, s parladi programmazione nonlineae
(NLP, aconimo d Non Linear Programming).

Il valore minimo della funzione obiettivo viene detto valore ottimale (da aii la
denominazione di problemi di ottimizzazione @n cui sono anche indicdi i programmi sopra
definiti). Il caso dellamassmizzazione vincolata di una funzione G(x) rientra nell a precedente
clase di problemi per F(x) = -G(x). | vincoli sono espress nel caso generale da
diseguaglianze del tipo gi(x)<O; nel purto x il vincolo i-esmo é ativo se risulta g;(x)=0,
inattivo se risulta gij(x)<O0. Il caso d vincoli di diseguaglianza di segno oppato rientra nella
precalente das<e di problemi tenendoconto che

g(x)=0 - -g(x)<0 (A.42
Il caso particolare di vincoli di uguaglianza puo essere ottenuto grazie adue diseguaglianze di

Segno oppeto:

" Oppure nel mostrare che non esiste dcun minimo, qualora questo siaiil caso.

A.13
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g(x)=0 o g(x)<0 O -g(x)<0 (A.43

Un purto x e detto ammisshil e (0, con termine anglosasone, feasible) se erispettoso dei

vincoli, nonammissbile (infeasible) in caso contrario. La regione anmisshile R, (feasible
region) eil luogo geometrico dei purti ammissbili, ovvero:

R:={x | g(¥)<0 (i=1..,m} (A.44)

Un minimo locde del problema (A.41) é un purio ammisshbile x* tale per cui F(x*) < F(x)

in un oppaotuno intorno ammissbile di x*. Un minimo globale del problema (A.41) € un

purto ammisshile x* tale per cui F(x*) < F(x) in tuttalaregione anmissbile.

A.2.1.2 Lateoriadi Kuhn-Tucker

Il caso in cui i soli vincoli siano d uguaglianza érisolto mediante il classco metodo dei
moltiplicatori di Lagrange, consistente nell a trasformazione del problema di minimizzazione

vincolata
mxin{F(x) | g(x)=0 (i=L...,m)} (A.45

nel problema di stazionarizzazione non vincolata di una oppatuna funzione, detta funzione

lagrangiana, che provvede a includerei vincoli e de s scrive

L) :=F)+ 3 4,69 (A.46)
1=1
QualoraF eg; (i=1,...m) siano dfferenziabili, condzione necessaria dfinché L sia stazionaria
inx* é de
OL(x*) :DF(x*)+Z)\iDgi (x*)=0 (A.47)
=1
ovvero
OF(x*) = —Z A.0g (x*) (A.48
1=1

Quanto detto pud esere esteso a caso in cui Siano pesenti anche vincoli di
diseguaglianza; semplici considerazioni di natura geometrica portano infatti a wncludere de
la soluzione ottima x* €& caatterizzata dal fatto che I'oppasto del gradiente [OF della funzione

obiettivo appartiene d conoindividuato dai gradienti [g; del vincoli attivi in soluzione. Nella
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Fig. A.3 s mostra un programma in duwe variabili (x;, X2) che permette di visualizzare la

Situazione sopra descritta.

X2 _
A Deaescitadi F F (x) = cost.

-0F (x*)
Oon (x*)
Opa (x*) \"/ >
02(x) =0 }_\' \ X*
X)=0

Regione
ammisshil e

Fig. A.3 Visualizzaione delle condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Analiticamente do s traduce nelle ondzioni asciate a nomi di Karush, Kuhn e Tucker
(condzioni KKT), chesi scrivona

CONDIZIONI KKT

g(x*)<0 (i=1...,m (A.49
-0F(x*) = i}\iDgi (x*) A 20 (i=1...,m) (A.50
Ag(x*)=0 (i=1...,m) (A.5)

Le (A.49) esprimono il rispetto dei vincoli da parte della soluzione ottima; le (A.50)
traducono la @ndzione sui gradienti di cui sopra (la positivita dei A; discende dalla
definizione di cono); le (A.51), dette anche @wndzioni di complementarita, fannosi che i soli
vincoli attivi in soluzione cmpaiano espli citamente nella sommatoria della (A.508), perché se

il vincolo i-esimo e inattivo (gi(x)<0) deve esere A; = 0. Seinveceil vincolo i-esimo e dtivo,

A.l1t



APFENDICE A

le (A.51) non pomono alcuna restrizione su A;, che puo pertanto essere generico. Nel caso d
soli vincoli di uguaglianzalaregione anmissbile éprivadi interno e, conseguentemente, tutti
i vincoli sonoattivi, cio che implica de tutti i Aj posonoessere generici includendo gertanto,
come cao particolare, latemicadel moltiplicaori di Lagrange.

Si ricordi che laprimadéelle (A.50) equivale dla(A.47). Indtre, paché A =2 0eg; (x*) <0,
le (A.51) posono anche essre esprese in forma vettoriale racagliendoi precalenti in dwe
vettori A e g (x*):

ATg(x*)=0 (A.52)

essendo

Ac=[A o AT 9:=[g, ... G| (A.53

Le omndzioni KKT implicano I'esistenza dei A;, i quali sono cktti moltiplicaori di Kuhn

Tucker, o variabili duali (per un motivo che sara ciaro tra breve), o anche prezzi ombra (in
seguito all’applicazione a un poblemadi natura e@namica).

Un purto soddsfacente le ondzioni KK T viene detto purto d KuhnTucker. Nel seguito

s fara riferimento ad ure ondzione* temica relativa d vincoli (nota in letteratura on il

nome di first order constraint qudification) che risulta verificata in molti casi di largo

impiego, ed in particolare se i vincoli sonolineai oppue se le funzioni g; sonoconvesse ese

laregione anmisgbil e hainterno. Cio stante sussste il seguente

TEOREMA DI KUHN-TUCKER

* Necessta ddle mndizioni KKT : se x* e una soluzione del programma (A.41) e se €
soddsfatta la first order constraint qudifi cation, dlora x* e un purio d KuhnTucke'.

» Sufficienza delle owndizioni KKT : se la funzione obiettivo F e le funzioni g; (i=1,...m)
definenti i vincoli sono convese ese x* e un purio d KuhnTucke, alora x* & una

soluzione del programma (A.41)

* Siaxo un punto ammissbile. Si ha un first order constraint qualification se, per ogni vettore zZ0 e tale per cui
Z'00i(xo)=0 per tutti i vincoli attivi in xo (z'0gi(xe)= 0 nel caso d vincoli di uguaglianza), z risulta tangente a
unarco d class C' passante per xo e @mntenuto nellaregione anmissbile.
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Il teorema afferma dhe le wndzioni KKT sono rel caso generale solo necessarie per la
soluzione della(A.41). Nel caso della minimizzazione non \vincolata le wndziont KKT s
riduconoallasola omndzione

OF (x*) =0 (A.59
ben nda da nozioni anche solo elementari di analis matematica La (A.54) € in generale

necessaria ediviene anche sufficiente per funzioni conves<.

A.2.1.3 Lateoriaddladualita

Ad un dto problema di programmazione matematica del tipo (A.41), detto problema
primale, s sude awciare un sewndo poblema di programmazione matematica detto
problema duale, e per la mppa @si ottenuta valgono acune importanti proprieta. Sono state
date diverse definizioni di coppe duae-primale enel seguito ci s riferira aquella propcsta da
Wolfe [86]. Predsamente si ha:

PROBLEMA PRIMALE
mxin{F(x) | g(x)<0 (i=1...m} (A.55

PROBLEMA DUALE
mﬁx{F(x) +ATg(x) | -0OF(x) = Z AOg(x), A= 0} (A.56)
X, 1=1

Come s puo ndare, le mndzioni KKT giocano unruolo centrale nell ateoria della dualit 3,
da momento che la funzione ohiettivo del problema duale € la funzione lagrangiana del
problema primale e e i vincoli del problema duale sono le (A.50), che vengono pertanto
anche dette condzioni di anmissbilita duale (mentre le (A.49) vengono ctte condzioni di
ammisshilit a primale, per ovvi motivi).

| risultati fondamentali dellateoria delladualita sono diti dai seguenti due teoremi:
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TEORBEMA DELLA DUALITA' IN FORMA DEBOLE
Selafunzione obiettivo F ele funzioni g; (i=1,...m) definenti i vincoli sono convesse, se X’
e ammisshile per il problema primale ese X” e A” sono annisshili per il problema dude,

allorarisulta F(x’)>L(x" ,A").

TEORBEMA DELLA DUALITA’ IN FORMA FORTE

Se la funzione obiettivo F e le funzioni g; (i=1,...m) definenti i vincoli sono convess, se e
soddsfatta la first order constraint qudification e se x* & una soluzione del problema
primale, alora esiste un vettore A* tale per cui la coppa x*,A* é soluzione del problema

dude erisulta F(x*) = L(x*,A*).

Dimostrazione

Il seando & due teoremi si dimostra agevolmente considerandoche, per il teoremadi Kuhn
Tucker (condzione necessaria di ottimalita), x* € un purio d KuhnTucker ed esiste un
vettore A* tale per cui la mppax*,A* sia anmissbile per il problemaduale.

Per le ondzioni di complementarita (A.51) risulta poi:
LO¢, A0 = FOC)+ 5 416,06 = F(¢) +0= F(x) (A.57)

Per il teorema della dudlita in forma debde, L(x*,A*) non puosuperare F(x*), che risulta
essreil valore massmo dellalagrangiana, e la mppa x*,A* risulta pertanto essere soluzione
del problemaduale. [QED]

A.2.2 Programmazionelineare (LP)

Un caso particolare della programmazione matematica €la msiddetta programmazione

lineae (LP, aconimo d Linear Programming) definitadal seguente programma

mxin{ch | Ax<b} (A.58)
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che spedficala(A.41) nel caso in cui lafunzione obiettivo sialineae (F(x)=c'x) e @si purei
vincoli (g (x) =a/x—h <0, che nella (A.58) sono scritti in forma matriciale, racolti per
righe in ura matrice A ed in un \ettore b), i quali definiscono pertanto ura regione
ammisgbil eiperpdiedrica

Nel caso particolare della LP sono \erificae le ipotes perché le condzioni KK T, dtre che
necessarie, siano anche sufficienti e si ha pertanto che x* e soluzione del programma (A.58)

se esolo se sono rificae le seguenti

CONDIZIONI KKT IN LP

Ax*<b (A.59
-c=ATA A=0 (A.60)
AT(Ax*-b)=0 (A.61)

Le precalenti seguonoimmediatamente dal caso generale spedalizzato al programma (A.58).

In perticolare si e tenuto conto del fatto che:

~0F (x) =-0(c'x) = ¢ (A.62
i_Zli\iDgi(x):i_Zl)\iD(aiTx—lq):i_Zl}\iai =A"A (A.63
Laprimadelle due mndzioni di ammisshilitaduae
—c=ATA (A.69)
implica delafunzione lagrangiana del problema primale sia
L, =c'X+AT(Ax=b)=-ATAx+AT(Ax=-b)=-ATb =-b"A (A.65)

Ne onsegue dhele (A.55),(A.56) si spedalizzano rell e seguenti equazioni:

PROBLEMA PRIMALE IN LP
mxin{ch | Ax<b} (A.66)
PROBLEMA DUALE IN LP
mgx{—bTA | —c=A"A, A20} (A.67)
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Il problema dude puod anche essre scritto equivaentemente nella forma di una
minimizzazione:

n}in{bT)\ | —c=ATA, A=0} (A.68)

Si nati, in particolare, che il problema duale e formulato esclusivamente in termini delle

variabili duali, nel caso dellaLP, ma che do nonsi verificanel caso generale della NLP.
Un'dtra notevole proprieta della LP e dhe il problema duale del duale viene a coincidere

con il primale. Questo fatto si esprime dicendo che i due problemi sono legati da una

corrisponcenzainvolutoriao, pu brevemente, che sono urainvoluzione.

Dimostrazione
Si consideri il problemaduale (A.68) scritto per z :=-A:
min{-b"z | ATz=c, z<0} (A.69

Lalagrangianadel problemaduae si scrive
L, =-b"z+x"(ATz-c)+Vv'z (A.70)
esendox e v due vettori di moltiplicatori di KuhnTucker. La seconda delle oondzioni KKT

per il problema duale implica(si noti che non v sono vincoli di segno su x, dal momento che

es corrisponce a uninsieme di vincoli di eguagli anza):

0L, :%:0 _ {—b+Ax+v=O (A7])
v>0 v=0
Il secondosistema contenuto nelle (A.71) pudessere sviluppato dtenendo
Ax-b=-v<0 o Ax<b (A.72
Dualizzandoil duale, cioéla(A.69), s ottiene
rr;gx{—sz+xT(ATz—c)+sz | —b+Ax+v =0, vzo} (A.73)
che, per la(A.72), diviene
rggx{—sz+xT(ATz—c)+sz | Axsb} (A.74)

La(A.71) implicapoi
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—b"z+x"(ATz-c)+v'z=(-b+Ax+v) z-x"c=—C"x (A.75
La(A.74) s puo qund anche esprimere mme
mxax{—ch | Ax<b} (A.76)
ovvero, passando dh una massmizzazione a urma minimizzazione, s ritrova il problema
primale:

mxin{ch | Ax<b} [Q.E.D]

Le comporenti del vettore v che compare nell a precedente dimostrazione sono cktte slack
variables e sono spes uilizzate per tradurre un vincolo d diseguaglianza in uno d
uguaglianza, a prezzo d unaumento del numero dell e incognite:

g(x)<0 o g(xX)=-vv O v=20 (A.77)
Come s pud ndare, le slak variables ©no comunque sempre soggette a vincoli di
diseguaglianza.

Nel caso della LP s puo dmostrare in modo estremamente semplice il teorema della
dualita in forma semplice Se infatti A* € anmissbile per il problema duale (A.67), si ha c=-
AT™A* equind

c'x* =x*Tc=—x*" ATA* = -A*T Ax* (A.79
Del resto, se x* € anmissbile per il problema primale (A.66), s ha Ax* < b e quindi, per la

non regativitadi A*,

ATAX*<A*Th=b"A* (A.79
Combinandole precalenti si ottiene infine
c'xX*=-A*T Ax*=b"A* (A.80

cio che dimostrail teorema.
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