Discretizzazione per elementi finiti

RiassUNTO In questa tesi si e fatto ricorso al metodo degli elementi finiti per
discretizzare e risolvere numericamente problemi altrimenti troppo complessi per poter
trovare una soluzione analitica alla formulazione continua. In particolare, gli algoritmi
risolutivi per I’analisi di adattamento (Cap. 5) sono stati affrontati con I’approccio
cinematico al MEF nella formulazione “classica”, qui sinteticamente introdotta. Gli aspetti
teorici della teoria dell’adattamento (Cap. 3,4,7,8) sono stati sviluppati nell’ambito della
teoria delle variabili generalizzate, che rappresenta una formulazione innovativa del MEF.
Si espongono nel dettaglio gli aspetti fondamentali di questo approccio e si forniscono
alcuni esempi di modellazioni in variabili generalizzate che permettono di conservare le
proprieta fondamentali della descrizione della teoria della plasticita valide nel continuo.

| problemi della meccanica dei continui S presentano solitamente nella forma di sistemi di
equazioni differenziali alle derivate parziali per i quali sono disponibili soluzioni in forma chiusa
solo in un ristretto, sebbene spesso ingegneristicamente importante, numero di cas,
particolarmente semplici o nei quali s possono sfruttare particolari smmetrie e/o introdurre
ipotes semplificative. Con le sole tecniche analitiche risulta tuttavia impossibile la soluzione di
problemi generici. Allo scopo di ottenere soluzioni anche per questi ultimi sono state
sviluppate numerose tecniche approssimate, le quali tutte s basano sulla discretizzazione del
problema continuo, cosi da ottenere sistemi algebrici anziché differenziali.

Per affrontare il problema dell' analisi di adattamento si e utilizzato il metodo degli elementi

finiti. In particolare la versione originaria del metodo (approccio classico) é stata utilizzata nel



CAPITOLO 2

Cap. 5 per sviluppare alcuni metodi numerici atti alla risoluzione del problemi di
programmazione matematica che portano alla determinazione del fattore di sicurezza allo
shakedown. Una versione piu recente e concettualmente innovativa del metodo (approccio con
variabili generalizzate nel senso di Prager) e stata invece utilizzata nel Cap. 3 per formulare in
termini discreti la teoria dell' adattamento, ottenendo relazioni governanti formalmente
analoghe, ma concettualmente diverse in quanto prive di operatori differenziali. La descrizione
in variabili generalizzate e poi stata estesamente utilizzata nel seguito per sviluppare anche gli

altri aspetti teorici.

2.1 Approccio classico

Il metodo degli elementi finiti (MEF) rappresenta la piu nota ed utilizzata tecnica per la
discretizzazione nello spazio di problemi continui e risulta essere estremamente versatile,
adattandosi a problemi affatto generali e di natura anche molto diversa da quelli della
meccanica dei continui. L’approccio classico del MEF verra usato nel Cap. 5 per sviluppare
degli algoritmi risolutivi per I'analisi di adattamento e, dal momento che in letteratura esistono
numerose opere che trattano nel dettaglio del metodo (in particolare Zienckiewicz e Taylor
[65]), se ne esporranno in App. C, senza pretesa alcuna di generalita o completezza, i soli
concetti necessari alla comprensione del Cap. 5. In particolare si fara riferimento alla
formulazione agli spostamenti del MEF, la quale prevede la discretizzazione del campo degli
spostamenti.

Sinteticamente, si puo descrivere il MEF come una tecnica che permette di fare riferimento,
in luogo del continuo oggetto di studio, ad un sistema che risulta descritto da un numero finito,
ancorché arbitrariamente grande (almeno a livello teorico) di variabili. Nell'approccio agli
spostamenti la discretizzazione & operata mediante I'adozione di un modello cinematico
semplificato per il campo degli spostamenti, che contempla solo un numero finito di modi
deformativi.

In seguito all'applicazione del MEF si ottiene un sistema di equazioni differenziali ordinarie
nella variabile temporale o eventualmente algebriche, ad esempio nel caso di problemi non

dinamici per sistemi elastici, il quale pud poi essere affrontato direttamente ovvero
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ulteriormente discretizzato anche nel tempo, tipicamente mediante la tecnica delle differenze

finite.
2.2 Variabili generalizzate nel senso di Prager

2.2.1 Discretizzazione a piu campi

In aternativa alla tecnica classica del metodo degli elementi finiti, la quale prevede la
discretizzazione di un solo campo, tipicamente quello degli spostamenti oppure quello degli
sforzi, vi € la possibilita di modellare tutti i campi delle grandezze coinvolte, mediante le
cosiddette variabili generalizzate nel senso di Prager. Si parla quindi di discretizzazione a piu
campi o, con il termine anglosassone equivalente, multifield.

Le variabili generalizzate sono variabili che governano I'interpolazione di un campo su di
un elemento finito. Facendo riferimento, ad esempio, ai campi degli sforzi e delle deformazioni
si ha

o(x) =W, (x) [ e(x) =W, (x)& (2.1)
dove o (x) ed € (x) sono i campi modellati, mentre W, (x) e W: (x) sono le matrici delle

funzioni di forma associate alle variabili generalizzate, contenute nei vettori o e €.
Ovviamente i campi modellati, caratterizzanti la descrizione discretizzata del problema, non
coincidono, in generale, con i campi effettivi, caratterizzanti la descrizione continua del
problema. E’ tuttavia possibile, mediante una modellazione opportunamente ricca dei campi,
approssimare questi ultimi con precisione teoricamente arbitraria e, nella pratica, adeguata alle
esigenze ingegneristiche. Nel seguito non si fara pertanto alcuna distinzione tra i campi
modellati e quelli effettivi, salvo dove diversamente indicato.

Le variabili generalizzate devono essere tali da conservare il prodotto scalare (negli
opportuni spazi) tra grandezze che risultino coniugate dalle leggi che governano il problema
fisico in esame. Sempre con riferimento ai campi di sforzi e deformazioni, che risultano essere
per I'appunto coniugati, si deve avere

0 e=(0,e)= [0’ (x) B(x)dQ,, 2.2)

Qgr
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Sostituendo le espressioni (2.1) dei campi modellati nella (2.2) s ottiene facilmente la
condizione che deve essere rispettata dalle funzioni di forma affinché si possa parlare di
variabili generalizzate, ovvero

[ W 0 W, (x)d,, =1 2.3)

Qgr

Appare pertanto evidente che vi € una interdipendenza tra le funzioni di forma di campi
coniugati e che non é possibile sceglierle entrambe arbitrariamente. La (2.3) € detta condizione
di ortogonalita, per evidenti motivi. Una possibilita, ma di certo non I'unica, per ottenere una
modellazione cosiddetta consistente, ovvero rispettosa della (2.3), e quella di scegliere
arbitrariamente le funzioni di forma di uno dei due campi coniugati, per esempio quello delle
deformazioni, e quindi scegliere, quali funzioni di forma dell’ altro campo, (nell’esempio quello

degli sforzi), quelle date dalla seguente espressione

Qgr

W, (x) = wg(x)tE W) @vg(x)dfzﬂp] (2.4)

Risulta infatti

-1 -1
[wiwaa, = | [ Juwr wngEF] WWAQ,. :[ Juw! wngEF] [wiwda,, =1
Qur Qgr \ Qgr

Qpr Qpr
(2.5)
Sviluppando la (2.2) e tenendo conto della (2.1a), si ottiene
0 &= [0"(MEXIQ, = [0 WX EX)IQ, =0 [W](x)E(X)dQ, (2.6)
Qpr Qpr Qpr
da cui si deduce che
€= j W (x) E(x)dQ,, 2.7)

Qgr

In modo del tutto simile (operando sui campi coniugati) si ricava un’analoga espressione anche

per le variabili generalizzate del campo coniugato:

o= [W(0)DB(x)dQ,, (2.8)

Qgr

Le (2.7),(2.8) permettono di cogliere il significato fisico delle variabili generalizzate, le

quali risultano infatti essere delle medie effettuate sull'elemento finito del corrispondente
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campo modellato e pesate mediante le funzioni di forma del campo coniugato. Nell’esempio le
€ risultano essere le medie su Qg del campo delle deformazioni € (x), essendo i pesi le

funzioni di forma W, (x), mentre le o risultano essere le medie su Qgr del campo degli sforzi
o (x) essendo i pesi le funzioni di forma W, (x). Le (2.7),(2.8) possono essere viste come delle
formule di “inversione” delle (2.1), perché permettono di esprimere le variabili generalizzate in
funzione del corrispondente campo modellato, anziché viceversa.

In generale vi saranno dei punti dell’elemento finito, dipendenti dalle funzioni di forma
utilizzate, in cui i campi modellati assumono proprio il valore delle corrispondenti variabili
generalizzate, cio che permette di associare a queste ultime il significato, forse fisicamente piu
concreto, di valore dei campi in questi particolari punti. In analogia con la tecnica degli
elementi finiti tradizionale, in cui si assumono come parametri di interpolazione degli
spostamenti i valori nodali, si puo allora pensare di scegliere come parametri di interpolazione i
valori dei campi modellandi in questi particolari punti, i quali saranno in seguito detti punti di
campo, e quindi di scegliere funzioni di forma opportune, come illustrato con qualche esempio
nel §2.2.4.

Quanto finora osservato con riferimento al singolo elemento finito pud essere esteso
all'intero aggregato di elementi finiti costituente il sistema in esame mediante le consuete
procedure di assemblaggio oppure utilizzando funzioni di forma le quali siano identicamente
nulle al di fuori del supporto costituito dall’elemento finito cui si riferiscono e da quelli
adiacenti. Le precedenti relazioni sono pertanto da ritenersi valide anche se scritte con
riferimento all' intero sistema Q anziche al singolo elemento finito Qgr.

Con riferimento al problema elastoplastico di cui al Cap. 1, la modellazione multifield in
variabili generalizzate riguarda i seguenti campi. Si hanno in primo luogo gli sforzi e le
deformazioni, distinte in totali, elastiche e plastiche (ma modellate con le medesime funzioni di
forma)

e(x) =W, (x) &
o(x) =W, (x) & ef(x) =W, (x) & (2.9)
e’(x) =W, (x) 2"

Quindi si hanno le variabili interne di tipo statico e cinematico
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X@=¥,E®X  n®=¥,xn (2.10)

Infine sl hanno le funzioni di snervamento ed i potenziali plastici (modellati con le medesime
funzioni di forma), coniugati ai moltiplicatori plastici

Ax) =W, (x) A (2.11a)

Le funzioni di snervamento ed i potenziali plastici sono funzione di sforzi e variabili interne

statiche generdizzati tramite le (2.9a8) e (2.10a). Allo scopo di definire delle analoghe funzioni

di snervamento e potenziai plastici generalizzati, s ponga

¢ =9(0,x):= j W (x) B (x)dQ (2.11b)
O =0(0,X):= j W7 (x) [@(x)dQ (2.11c)

Nella scrittura delle egn. precedenti S sono messi in evidenza le coppie di variabili coniugate:
sforzi e deformazioni, variabili interne statiche e generalizzate. Le funzioni di snervamento ed i
potenziali plastici risultano coniugati ai moltiplicatori plastici.

Il campo degli spostamenti risulta essere coniugato a quello delle forze di volume e
superficiali, le quali sono grandezze note; ne consegue che la sua discretizzazione non e

associata ad un altro campo incognito e si ha
u(x) =¥ (x) (2.12)
Valgono naturalmente relazioni analoghe a quelle esposte in precedenza con riferimento ai

campi di sforzi e deformazioni. In particolare si ha la conservazione del prodotto scalare

0 e=(0,€)= [0’ (x) E(x)d (2.13)
0 & =(0,e)=]0" (x)E (x)d (2.14)
0 & =(0e)=[0" (x) B’ (x)dQ (2.15)

X n=(x.n)= J X" (x) M(x)dQ (2.16)

$TK=<¢,X>=£¢T(x)m(x)dQ (2.17)
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o' X =(0,A)= [0’ (x) G(x)dQ (2.19)

Si noti che la (2.17) e la (2.18) seguono facilmente dalle (2.11). Ad esempio, con riferimento

ale funzioni di snervamento, s ha
O X =[0" ()W, (x)dQ T = [¢7 ()W, ()AQ = [T (DA (x)dQ

e analogamente per i potenziali plastici.

Leformule di inversione S scrivono:

£ = [W](x) E(x)dQ

0 = [ W] (x) B(x)dO "= (W (x) & (x)dQ (2.19)
"= [V ()& (x)dQ
X=[W@X@Q =W mEdQ (2.20)
6 = [ W] (%) B (x)dQ -
e A= j W (x) B (x)dQ (2.21)
® = [ W] (x) @ (x)dQ 5

Si noti che le (2.21a) non sono state dedotte come le atre relazioni ma sono vere per
definizione (2.11b,c).

Le condizioni di ortogonalita si scrivono:

j W7 (x) W, (x)dQ =1 (2.22)

j W7 (x) W, (x)dQ =1 (2.23)

E’ bene imporre che le funzioni di snervamento ed i potenziali plastici siano tali per cui
questi siano funzioni convesse delle loro variabili anche nella formulazione in variabili
generalizzate, cio che é senz’altro possibile con una opportuna scelta delle funzioni di forma

dei moltiplicatori plastici, come si mostrera nel 82.2.4 con alcuni semplici esempi. Nel seguito

della trattazione si assumera sempre che sia ¢ sia ® siano funzioni convesse di o e X .
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2.2.2 Formulazione del problema elastoplastico

Il problema elastoplastico, formulato nel Cap. 1, viene di seguito riscritto con riferimento
alla discretizzazione a piu campi mediante variabili generalizzate introdotta in precedenza, cosi
da ottenere le equazioni governanti il problema in forma discreta. Il procedimento seguito
consiste fondamentalmente nell'imporre le equazioni valide puntualmente del problema
continuo in forma debole, pesandole cioé per opportune funzioni ed integrando sul dominio Q,
in modo da eliminare la dipendenza dalla posizione. Le equazioni che si ottengono valgono in

forma media e pesata su Q, anziché localmente.

2.2.2.1 Fondamenti termodinamici

Si definiscano, rispettivamente, I'energia libera di Helmoltz, I'energia di deformazione
elastica e l'energia di deformazione accumulata in funzione delle variabili generalizzate

secondo le seguenti espressioni

H:= j H(x)dQ U := j U(x)dQ Vo= j V(x)dQ (2.25)

Per la linearita dell’ operatore integrale si ha ovviamente

H=U+V (2.26)

2.2.2.2 Legame elastico

Si noti preliminarmente che derivando rispetto alle deformazioni elastiche la (2.25b), si ha:
T7 eT

%[22

de  ,O0¢ 2, 0g° O€

dQ = ij(x)a—UdQ =c (2.27)
2o° o

Nell' ipotesi di elasticita lineare si ha,

U(Ee) = j %s” (x)D(x)€* (x)dQ (2.28)

Q
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Sostituendo la (2.9) nella (2.28) e ponendo

D := j W (x)D(x)¥, (x)dQ (2.29)
Q
S ricava
U(Ee) _dge j W (x)D(x)W, (x)dQe° = 1 De (2.30)
2 2
Si imponga ora in forma debole I'equazione (1.8a), pesandola per W, (x):
j W (x)(c(x) - a—lf)dsz =0 (2.31a)
5 o3
Per la (2.28), e nel caso di elasticita lineare per la (2.30), e per la (2.8) si ottiene dalla (2.31a):
_oau(et) _
o=———=D[ (2.31b)
os

Si ritrova pertanto, anche nella formulazione in variabili generalizzate, un legame di natura
lineare tra sforzi e deformazioni (ovviamente solo nel caso particolare di elasticita lineare),
essendo la (2.29) la matrice di rigidezza generalizzata. Si noti che quest’ultima e simmetrica

(perché e uguale alla sua trasposta, come e immediato verificare) e definita positiva (perché

¢ # 0 implica che £(x) non sia identicamente nullo), cosi come la matrice di rigidezza D(x).

2.2.2.3 Additivita delle deformazioni

In base alle definizioni di €, € e ¢ ed all'additivita dei corrispondenti campi, si deduce

immediatamente I additivita delle variabili generalizzate deformative, ovvero

e=g +¢ (2.32)

Il legame elastico (2.31) puo essere pertanto scritto anche nelle formulazioni equivalenti

o=Dlfe-¢") £=D o+g (2.33)
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2.2.2.4 Variabili interne

Si noti preliminarmente che risulta:

aV aKdQ J»an oV
an 50N on an

Si imponga ora in forma debole I'equazione (1.8b), pesandola per W, (x):

oV
= | W7 (x)—dQ
i” on

J’ W (x)(x(x)— )dQ 0

Per la (2.34) e per la (2.20a) si ottiene dalla precedente:
ov(n)

X="or

(2.34)

(2.35)

(2.35b)

La trattazione che verra sviluppata nei seguenti capitoli & incentrata sulla teoria dello

shakedown, la quale sara applicata a materiali che esibiscano un comportamento stabile nel

senso di Drucker, cio che esclude la possibilita di softening. Per questo motivo, d'ora innanzi si

sottintendera sempre che I'energia di deformazione accumulata sia una funzione convessa delle

variabili interne cinematiche, ovvero

2.2.2.5 Leggi di scorrimento

Preliminarmente, si noti che derivando le (2.11c) si ottiene:

0P 0 ao OCDT oM

= iﬁ[ — W, (040 = jw) W, (x)dQ
0D’ d ox” o’

o iﬁ[w (x)P(x)] dQ = j o oy = j Wy () Lv(x)dQ

Moltiplicando le precedenti per il vettore dei moltiplicatori plastici, si ottiene

2.10
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acp 7\ ILP (x ) LP (X)AdQ = j W (x )aCDT)\(x)dQ (2.39)
65 oD .
' ILP (x ) ", (x)hdQ = j W% )\(x)dQ (2.40)

Imponendo le leggi di scorrimento in forma debole, pesandole rispettivamente per W, (x) e

Y (x),s ha

j W (x)( ’(x) - ) =0 (2.41)

j W7 (x)( (x)+2 )\(x)) (2.42)

e quindi, per le (2.19),(2.20) e per le (2.41),(2.42), s ha

=9 3 (2.43)
00
- 06T S

Le precedenti affermano che, anche nella formulazione in variabili generalizzate, gli
incrementi delle deformazioni e delle variabili interne cinematiche sono normali ai potenziali

plastici (che a ragione sono cosi chiamati, quindi).

2.2.2.6 Relazioni di complementarita

Le relazioni di complementarita, che caratterizzano I'evoluzione dei fenomeni plastici,
possono, con qualche avvertenza, essere riscritte in termini di variabili generalizzate. E’

innanzitutto molto semplice dedurre che, per la (1.20),

o R =[0" (WA =0 (2.45)
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Con una opportuna scelta delle variabili generalizzate per i moltiplicatori plastici,
tipicamente assumendo che siano pari ai del campo discretizzando in punti opportuni, S
riesce ad imporre

A>0 (2.46)
Con una opportuna scelta delle funzioni di forma dei moltiplicatori plastici, del tipo di quelle
discusse nel 82.2.4, si riesce ad imporre
b<o (2.47)
Si noti che, se le funzioni di forma possono assumere anche valori negativi, dal fatto che
d(x)<0 A(x)=0 Ox 0Q (2.48)
non segue, in generale, la (2.47). La scelta di funzioni di forma del tipo di quelle illustrate nel
82.2.4 e sicuramente tale da verificare sia la (2.47) che la convessita delle funzioni di
snervamento e dei potenziali plastici, mentre quella di funzioni di forma di altro tipo deve

essere attentamente valutata.

2.2.2.7 Congruenza

Si imponga I'equazione di congruenza (1.4) in forma debole, pesandola per W _(x):

W ®)(EE) - Cux)dn =0 (2.49)

Posto

E:=jw§@xﬂm(mdg (2.50)

la (2.49) diventa, per la (2.19) e sostituendo la (2.12),
e=Cu (2.51)
Si noti che I'operatore di congruenza in variabili generalizzate € matriciale ma non
differenziale, a differenza del corrispondente operatore usato nella formulazione continua,
perché il problema é stato discretizzato e le derivazioni vengono effettuate una volte per tutte

sulle funzioni di forma.
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2.2.2.8 Equilibrio

Si noti preliminarmente che, applicando il teorema della divergenza (in modo esattamente

analogo alla ben nota dimostrazione dell’identita dei lavori virtuali), si ha:

j u’ (x)(Co(x))dQ = j u’ (N(x)o(x))dl - j (Cu(x))’ 0(x)dQ (2.52)

Q Q
essendo u(x) una funzione differenziabile. Se poi u(x) € identicamente nulla su ', ed e

esprimibile nella forma

u(x) =¥ (x) (2.53)
allora la diviene

v [W (X)(CTo(x))dQ =u [W] (NX)o(x)dr —u’ [(CW,(x)) o(x)dQ  (254)

r, Q
Si impongano ora le equazioni di equilibrio indefinite (1.2) ed al contorno (1.3) in forma

debole, pesandole per W (x):

j W (x)(C"o(x) + F(x))dQ - j W7 (x)(N(x)o(x) = t(x))dl =0 (2.55)

e
Per la (2.54) la precedente puo essere riscritta nella forma

-[(cw, (x)) o(x)dQ + [W] ®FE)dQ + [ W] (x)t(x)dr =0 (2.56)

)
Si esprimano ora, tramite la (2.1a), gli sforzi n termini di variabili generalizzate

o(x)=W, (x)o (2.57)
Ne consegue che la (2.56) puo scriversi anche nella forma:

~[W (x)CTW, (x)dQ0 + [ W] (x\)F(x)dQ + [ W] (x)t(x)dl =0 (2.58)

r
Ricordando la definizione di E, si ha:

C = j WY (x)CTW_(x)dQ (2.59)
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Posto
F:= j YT (x)F(x)dQ + j W7 (x)t(x)dl (2.60)
S ottiene i ’
C'o=F (2.61)
equazione che esprime I'equilibrio in termini di variabili generalizzate. Valgono ovviamente le
stesse osservazioni gia fatte sull’ operatore di congruenza. La (2.60) definisce delle azioni

esterne equivalenti per il sistema discretizzato che prendono il posto occupato dalle forze di

volume e di superficie nel problema continuo.

2.2.2.9 Identita dei lavori virtuali

Risultera molto utile nel seguito della trattazione fare riferimento all'identita dei lavori
virtuali, formulata in termini di variabili generalizzate. Data una cinematica rispettosa della
congruenza, espressa nel senso delle variabili generalizzate,

€=Cu (2.62)

ed una statica rispettosa dell’ equilibrio, espresso nel senso delle variabili generalizzate,

Co=F (2.63)
risulta necessariamente
oe=Fu (2.64)
Si ha infatti
o'e=g’ Cu=(C'o) u=Fu (2.65)

2.2.3 Osservazioni e commenti

Di seguito si richiama sinteticamente la formulazione del problema elastoplastico in termini

di variabili generalizzate precedentemente illustrata nel dettaglio.
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CONGRUENZA
€=Cu C:= j W7 (x) [TW, (x)dQ
Q
EQUILIBRIO
Co=F F = [W (x)F(x)dQ + [ W] (x)t(x)aT
Q I
LEGAME COSTITUTIVO

Additivita delle deformazioni

—e —
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™|

Legame elastico lineare

Variabili interne

Leggi di scorrimento

|
—_
al
x|
~——
N
<
I
~
—_
al
>
~—
>
I
o
>
1\
<

2.15

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)



CAPITOLO 2

Le relazioni che governano il problema formulato in termini di variabili generalizzate, ossia
nel discreto, non sono evidentemente valide puntualmente, come si evince dall’ assenza di ogni
riferimento alla posizione (cioe dalla scomparsa di x) e dalle definizioni di variabili ad operatori
(nelle quali la x viene “assorbita” dagli integrali). Al posto di una formulazione, quella del
problema continuo, valida localmente, cioé in ogni punto, se ne sostituisce una valida solo in
termini medi pesati. Di fatto I'utilizzo delle variabili generalizzate permette di formulare una
legge costitutiva valida, anziche puntualmente come nel caso della descrizione continua, a
livello dell’ elemento finito o dell’ aggregato di elementi finiti.

Dal punto di vista teorico I'aspetto piu interessante dell’ uso delle variabili generalizzate ¢ la
conservazione nel passaggio dal discreto al continuo delle caratteristiche essenziali e delle
proprieta formali del problema, come la stabilita nel senso di Drucker, la positiva definizione e
la simmetria della matrice di rigidezza, la convessita delle funzioni di snervamento e dei
potenziali plastici (qualora si adottino delle modellazioni opportune, come ad esempio quelle
mostrate nel 82.2.4). Anche la teoria dello shakedown in variabili generalizzate, che verra
sviluppata nel Cap. 3 per sistemi discreti, risulta formalmente simile a quella che e possibile
sviluppare per sistemi continui.

Dal punto di vista computazionale I'utilizzo di variabili generalizzate permette, cosi come
I'approccio classico al MEF, di ottenere una formulazione retta da equazioni non differenziali e
pertanto notevolmente piu semplice, nonchée risolubile con I'ausilio dei mezzi del calcolo
automatico.

L'approssimazione insita nella formulazione in variabili generalizzate puo, come nel caso
della versione classica del metodo degli elementi finiti, essere resa arbitrariamente piccola con
una discretizzazione adeguatamente fitta del continuo e/o con una modellazione
adeguatamente ricca (purché le funzioni di forma rispettino le condizioni di cui si e detto a
proposito della permanenza delle proprieta di convessita e positivita).

Le variabili generalizzate devono il loro nome a W. Prager, il quale le introdusse, con
riferimento alle teorie strutturali, per distinguere grandezze definite a livello della sezione
(dette appunto “generalizzate™), coniugate dal principio dei lavori virtuali, quali ad esempio
momenti e curvature, dai loro corrispettivi definiti a livello puntuale, ovvero sforzi e

deformazioni.
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Fig. 2.1 Elementi finiti con variabili generalizzate proposti da Maier nel 1969

Le prime applicazioni alla teoria dell’adattamento di sistemi continui sono dovute a Maier
[50] che nel 1969 introdusse in tale ambito la tecnica degli elementi finiti per mezzo di variabili
generalizzate. Gli elementi cui si faceva riferimento erano triangoli per la discretizzazione di
problemi piani e tetraedri per la discretizzazione di problemi tridimensionali (Fig. 2.1),
assumendo quali variabili deformative le elongazioni ¢° dei tre lati e dei sei spigoli,
rispettivamente, e quali sforzi generalizzati delle variabili Q° ad esse coniugate da un criterio di
equivalenza energetica. Gli spostamenti sono discretizzati mediante interpolazione lineare dei
valori nodali, assicurando pertanto il rispetto della congruenza tra elementi contigui. La
particolare scelta implica I'uniformita di deformazioni e sforzi sull’elemento, cio che permette
di formulare la legge costitutiva a livello dell’elemento e di evitare la complicazione operativa
di elementi parzialmente plasticizzati, dal momento che e possibile definire il dominio di

snervamento nello spazio delle ¢°.

2.17



CAPITOLO 2

2.2.4 Esempi di modellazioni in variabili generalizzate

Nella teoria della plasticita, ed in particolare in quella dell adattamento, I'ipotesi di
convessita delle funzioni di snervamento e dei potenziali plastici e la validita delle relazioni di
complementarita giocano un ruolo fondamentale al fine della deduzione dei teoremi
fondamentali, ed & pertanto auspicabile che la modellazione in variabili generalizzate sia tale da
conservare le suddette proprieta nel passaggio dalla formulazione continua a quella discreta,
cio che, come preannunciato, risulta possibile con opportune scelte delle funzioni di forma. Nel
seguito si illustrano e discutono alcuni esempi particolarmente semplici di funzioni di forma che
risultano adatte allo scopo.

Si mostrera inoltre che, nei casi delle modellazioni illustrate, la legge costitutiva risulta
espressa in forma “disaccoppiata”, nel senso che le equazioni governanti risultano accoppiate

solo a livello dei singoli punti di Gauss ma non a livello piu alto.

2.2.4.1 Elementi con funzioni di forma costanti a tratti

Un primo esempio, tratto da Comi, Maier e Perego [16], € valido per discretizzare problemi
piani, e costituito da elementi finiti triangolari i quali siano suddivisi in tre parti
Qrr, Qem, Qrers. La modellazione dei campi delle variabili di natura cinematica si effettua

assumendo come punti di campo i baricentri xz; (i=1,2,3) delle tre parti, ovvero:

€ :=FT e \E”]T (2.74a)
n :=[ﬁ” s \ﬁ”r (2.74b)
— —1r | =21 | —3r ¥

A ::[)\ ek ] (2.74c)

essendo
Ej;z[gl(xm) E(x5) &(x5) Vi(xXg) Va(Xg) y31(XBj)]lT (i=123) (2.759)

ﬁj ::[’71(3‘31') Na(X5) Ns(X5) Np(X5)  Na(xy) ’731(XB;-)]IT (i=123) (2.75D)
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—i

Ao=[hg) A )] (i=123) (2.75¢)
Il vettore delle variabili generalizzate che modellano gli incrementi dei moltiplicatori plastici
€ non positivo, in quanto tali variabili sono i valori puntuali del campo corrispondente nei

centri delle sottoparti dell’ elemento finito, valori che sono non positivi:
A0 (2.76)

ovvero

Ao (=129 2.77)
Si assumono funzioni di forma aventi valore unitario su tutta la parte contenente il punto di

campo corrispondente e nulle sulle altre due:

W (x) :=[W () [ W) | Wi (2.78a)
W, (x) =W | Wi | W) (2.78b)
W,(x) = [Wix) | Wi | Wi (2.78c)
essendo
W, (x) :={ oo (K09 (=123 (2.79)

Osss (x0Q )

; I (xUQ.) . _
Hal) = {0 xog,) T @

; I (x0Qp)
W (x) =4 (=123 (2.79¢)

A {nyy (x DQEF;‘)
Si considerino ora le matrici delle funzioni di forma W, (x) di una generica variabile di
natura cinematica A0R (4 = €, n, A); evidentemente si avra W, (x) DR, Data una matrice

M(x)JR““, si nota preliminarmente che risulta:

M= [WxMx)W,(x)dQ =
Vi () (2.80)
W () MW () | WiGx) | wE ()]

“on | W (x)

3
i=1
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Tenendo presente le (2.79), risulta:

o)
M= |0 M(xl) [1]0[0jd+ [ |1 [M(x,)0 |10, +
Qgr1 0 Qgro 0
o
+ [ |0M(x,)[0 | 0| 1jdQ =
Qgrs I_
[M(x)da 0 0 (2.81)
N [M(x)d 0 =
o) "o j M(x)dQ
= dtag[ JM(x)dQ:I
Similmente, dato un vettore v(x) R, risulta:
vi= [Wimvxde = | Luz v Q=Y | Lpz X)v(x)|dQ  (2.82)
Qo % | W2 (x)v(x) o @l (x)v(x)
Tenendo presente le (2.79), risulta:
x)dQ
Vo) o RRRREA
v= [0 o+ [ |v@a+ [| 0 do=| [vx)4dQ (2.83)
EF1 0 EF2 0 EF3 V(X) E}fi,(x)dQ

Se poi v(x) risulta essere costante su ciascuna delle tre parti dell’ elemento finito (e quindi

costante atratti su quest’ ultimo) la (2.83) diviene

V(X 5) Qg
V= V(x5,)Qp, (2.84)

V(XB3)QEF3
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| campi delle variabili di natura statica possono essere modellati utilizzando le funzioni di
forma dedotte mediante la (2.4) da quelle valide per le grandezze di natura cinematica
coniugate. Per le (2.80),(2.81) scritte con 4 pari rispettivamente a €, n e A e con M(x)=I,

risulta:
W,(x) =W, x| [W@®W.()4Q| =W, (x) m{iag[gi 16} (2.854)
Y, =W, [WI@w,md| =v, m{iag[gi 16} (2.850)

essendo Qzr (i=1,2,3) I'area dell’ i-esma parte dell’ elemento finito.
Utilizzando le formule di inversione, per le (2.82)-(2.84) scritte con 4 pari rispettivamente a
€, N e\ econv(x) pari rispettivamente a a(x), X(x), ¢ (x) e ®(x), supposte costanti a tratti, S

ottengono le variabili generalizzate di natura statica:

_G(XBl)QEFl
0= W (®)0(x)dQ =| 0(x;,)Qp, (2.869)
i _G(XB3)QEF3
B _X(XBl)QEFl_
X= [Wr (X()dQ =| X(x5)Q s (2.86b)
i _X(XB3)QEF3_
B _¢(XBl)QEF1_
0= [WI()0(X)dQ = |0 (x5) Qs (2.86¢)
i _¢(XB3)QEF3_
D(x5)Q 1y
= [W(N)PX)AQ = | P(x,,)Q (2.86d)
Qe D(X53)Q s
Posto
0 =0(x,)Q,, (=123 (2.873)
X =XE)Qu (=123 (2.87b)
0 =0(x,)Qy (=123 (2.87¢)
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D = D(x,)Q,, (i=1273) (2.87d)

le variabili generalizzate di natura statica Sl possono scrivere

o:=[o" [o" |37 (2.889)
x =[x I (2.880)
o:=[o” [87 |97 (2.880)
® = [_” o7 | o \_W (2.88d)

Si noti che, a differenza delle variabili generalizzate di natura cinematica, quelle di natura
statica non coincidono con i valori puntuali nei baricentri delle tre parti dell' elemento, a causa
della presenza dei termini Qgzx; nelle eqn. (2.87).

Inoltre dalle precedenti risulta

¥, (x)=20 P(x)<0 Ox 0Q (2.89)

e quindi si ha

0= W (®)0(x)dQ,, < (2.90)

Qgr

ovvero la modellazione proposta conserva le relazioni di complementarita. Alla stessa
conclusione si giunge anche considerando che, in quanto misura di un area, Qg nhon €

negativo e quindi
¢'<0 (=123 (2.91)
Poiché & A =0, segue immediatamente
o N =0 (=123 (2.92)
Poiché le funzioni di snervamento ed i potenziali plastici sono funzioni convesse di o e X, e

poiché o = LPUE ex = LPXX, allora, per il teorema A.3, dimostrato in appendice, tali funzioni

sono convesse anche se viste quali funzioni di o e x , ovvero
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q;(a,i)zq,(c,,x)i‘"“’;f“)ﬂa_0){"“’};’ 'X)P%—x) (293
0(G.X)=¢(0,x)+ _WPG o)+ {N’T;::'X)T(X -X) (2.93b)

Premoltiplicando le precedenti per la trasposta della matrice W, (x) delle funzioni di forma
(non negative) ed integrando su Qegr, S ha

®(G,X)= P(0,x)+ —M);(:'X)] (G-0)+ {NJ;(;LX)] (X-%) (2.94a)
¢(5.>~<)2¢(0.x)+—%}:;')()] (){""";XX)] Fn) e

ovvero, anche se espresse in variabili generalizzate, le funzioni di snervamento ed i potenziali
plastici sono funzioni convesse.

Lamatrice di rigidezza generalizzata D, s calcola mediante la (2.29). Tenendo presente la
(2.81), con4 =€ eM (x) =D (x), S haimmediatamente

D= dlag[ | D(x)dQ} dzag[ ] (2.95)
i=1,2,3 i=1,2,3

Piu in generale, anche nel caso di un legame elastico non lineare, si ha per la (2.27) e per le

(2.82),(2.83) scritte con e con A pari a € e con v(x) pari a aU/ase , Si ha

- —\1

oU
J’ —(x)dQ %
QEFI — 2
= [ vl ()—(x)dQ— | aU; (x)dQ | = "’E{ (2.96)
8 Qgr Qpro o¢ o}3
- Y 3
| alf (x)dQ ou
Qprs 10 age |

Analogamente, scrivendo le (2.82),(2.83) con e con 4 pari an e con v(x) paria d/7/dn, si ha

2.23



CAPITOLO 2

oV
J’ a—V(x)dQ on
Qgr1 an — 2
j wr ()—(x)dQ— | I yaa | =|[ L (2.97)
Qgr Qgro an an
—\3
| a—V(x)dQ I
Qgrs an h an

Si considerino ora le matrici delle funzioni di forma W5 (x) di una generica variabile di
natura statica BOR” (B = o, X, ¢, ®), non necessariamente coniugata alla variabile cinematica
A; evidentemente si avra W5 (x) OR”®. Data una matrice M(x)JR“®, seguendo un percorso
analogo a quello che ha portato alla deduzione della (2.81) e tenendo presente le (2.85),

risulta:

Opr i=1,2,3 EFi Qpp

M= (W] (M)W, (x)dQ = dlag[ ) M(x)dQ} (2.98)

Ricordando la (2.37), la (2.98) fornisce, per A=A, B=c e M(x) = ach/ao,

jtu 0% (¥, (e = dzaglgl e (x)dsz}dz‘ag[[%ii” (299)

=123 3 pp g 00 i=1,2,3 (0)

Analogamente, ricordando la (2.38), la (2.98) fornisce, per A=\, B=x e M(x) = a®” /ax,

7 —7
L 1, 0D 1 GloN || o
—= ¥ W, (x)dQ = dia dQ | =diag|| — 2.100
ox i (X ) (X) (x) 712‘%[ Q. QL o (x) } 7_1’2%[[ o ]} (2.100)
Riassumendo, le relazioni precedentemente dedotte permettono di concludere che la legge

costitutiva si esprime mediante relazioni che risultano accoppiate solo al livello del singolo

punto di Gauss, ma non a livello superiore:

=9 -pe x = (=123 (2.101)
og” on
i e i—i — s iTi
g 2|92 1% e L (i =123 (2.102)
00 0X
0 <0 o A = A =0 (i=123) (2.103)
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| risultati ottenuti sul singolo elemento finito sono immediatamente estesi all intero
aggregato di elementi finiti prolungando le funzioni di forma in modo tale che esse siano
identicamente nulle su tutti gli altri elementi finiti, cosi che non diano alcun contributo
aggiuntivo se integrate su Q anziché su Qgr.

E' poi immediato estendere la modellazione costante a tratti ad elementi aventi forma

diversa o un numero diverso di dimensioni.

2.2.4.2 Elementi triangolari con funzioni di forma lineari

Un altro esempio, tratto sempre da Comi, Maier e Perego [16], e valido per discretizzare
problemi piani, e costituito da elementi finiti triangolari per i quali si assumono come punti di
campo per le variabili di natura cinematica nei tre punti di Gauss x; (i=1,2,3). Cio significa
assumere come Vvariabili generalizzate per i campi di natura cinematica i valori puntuali di tali

campi assunti nei tre punti di Gauss, ovvero:

€ :=FT e \E”]T (2.104a)
n :=[ﬁ” s \ﬁ”r (2.104b)
)T:=[)Tﬂ . ATSTT (2.104c)

essendo
£ ::[gl(xi) £,(x,) &(x) Vi(x) Vau(x) Vsl(xi)]lT (i=123) (2.1059)
N =) ) mE) M) Aax) 2ax)] (=123)  (2.105b)
A=) A e (=123 (2.105¢)

Ne consegue immediatamente, come nel caso esaminato al 82.2.4.1, la non positivita del

vettore delle variabili generalizzate degli incrementi dei moltiplicatori plastici:
A0 (2.106)

ovvero

A 20 (i=1273 (2.107)
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Per le variabili di natura cinematica s assumono funzioni di forma lineari, le quali assumono
valore unitario ciascuna nel corrispondente punto di Gauss e nullo negli altri due.

Y | ¥ix)=9, (2.108)

Per ciascuno dei tre punti di Gauss, le funzioni di forma (2.108) vengono raccolte in matrici di

opportune dimensioni:

Wi(x) := giagﬁ[wi )] (=123 (2.1099)
W, (x) 1= diag|@' (x)] (=123 (2.109b)
Wi(x) := diag 7aes) (=123 (2.109¢)

Infine le matrici (2.109) costituiscono i blocchi delle matrici delle funzioni di forma:

W, (x) =[Wlx) | Wix) | W) (2.110a)
W,(x) = (W) | WER) | W) (2.110b)
W, (x) = (W) | W) | W) (2.110c)

Si considerino ora le matrici delle funzioni di forma W, (x) di una generica variabile di
natura cinematica AOR® (4 = €, ), A); evidentemente si avra W, (x) DR, Data una matrice
M(x)OR“™, procedendo ad una integrazione di tipo approssimato e contemplando il caso di

elementi finiti isoparametrici, si nota preliminarmente che risulta:

M :

[W OMEW, (x)dQ =

Wi ()
[ 1927 ME[WiE) | Wi | Wimda,,. O (2.111)
| W)

3 LIJ/jI-T(Xh)
OY o/ W3 (x,) M(x,)[Wilx,) | Wix,) | Wi, =
= LP/?T (Xh)

Tenendo presente le (2.108)-(2.110), risulta:
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I 0
M 0p,J,| O M(x))[T| O | O]+ p,J,| T M(x,)[0 | T|O]+
0 0
o
+05J5| O M(x,)[0 | O | 1] =
I
M(x,) |0 | O o] O |O oO|0] O
=pJ)| O [0|0|+p,J,|]0 |M(x,)|O|+p,J;/O0[0]| O |= (2112
O |0|0 o O |O 0|0 | M(x,)
P.J M(x,) 0 0
= o P,J,M(x,) 0 =
o o P/ M(x;)

= diag| p,J M(x,)]

i=1,2,3
Similmente, dato un vettore v(x)[JR, procedendo ad una integrazione di tipo approssimato e

contemplando il caso di elementi finiti isoparametrici, risulta:

W' (x)v(x) ; W' (x,)v(x,)
- T T
viE [WIvdQ = [ | W (v [dQ DY ./, Wi (x,)v(x,) | (2113)
% | W2 (x)v(x) W (x,)v(x,)
Tenendo presente le (2.108)-(2.110), risulta:
B V(Xl) 0 0 IO1J1V(X1)
vUOp i 0 |+0,0,|v(x,) |+ p3]5) 0 |=|p,J,v(x,) (2.114)
0 0 v(x;) P3J3v(xs5)

| campi delle variabili di natura statica possono essere modellati utilizzando le funzioni di
forma dedotte mediante la (2.4) da quelle valide per le grandezze di natura cinematica
coniugate. Procedendo all’integrazione in modo approssmeato, per le (2.111),(2.112) scritte

con 4 pari rispettivamente ag, n e A e con M(x)=I, risulta:

r q-1 _ -

W,(x) =W, (x)| [W ®W,(x)dQ,. | OW,(x) Wiag ilﬁ (2.1154)
| G | =23 P, J; ]
o T1-1 _ —
[ 1
W (x) =W,(x)| [¥©W,®dQ, | 0¥, (x) (diag p—JIG (2.115h)
| Qgr | 1=Le9 MY ]

2.27



CAPITOLO 2

Utilizzando le formule di inversone e integrando in modo approssmato, per le
(2.113),(2.114) scritte con 4 pari rispettivamente a €, n e A e con v(x) pari rispettivamente a
a(x), X(x), ¢ (x) e d(x) s ottengono le variabili generalizzate di natura statica:

B _pl']lc(xl)
o= j W (x)0(x)dQ,,. 0| p,J,0(x,) (2.1163)
G _,03.]30()(3)
B _p1J1X(X1)
X= W (0X(X)dQz O paToX(x,) (2.116b)
e _,03.]3)(()(3)
B _/01']1¢ (Xl)
0= [V (00(x)dQ O] p,),0(x,) (2.1160)
e _/03']3¢(X3)
B _pl‘jlq)(xl
P = J’ W (x)D(x)dQ,, 0| p,J,P(x, (2.116d)
Qe _,03J3CD(X3
Posto
o =pJo(x) (=123 (2.1173)
X =pJx(x) (=123 (2.117b)
¢ =p () (=123 (2.1170)
O =pJPkx,) (=123 (2.117d)
le variabili generalizzate di natura statica Si possono scrivere
. r__ . . T
o:=la |o” Gﬂl (2.118a)
_ r__ _ _ T
¥ =X W (2.118b)
o :=[o” 197 | ¢ _ﬂl (2.118c)
® = [_” o7 | o \_W (2.118d)
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Si noti che, a differenza delle variabili generalizzate di natura cinematica, quelle di natura
statica non coincidono con i valori puntuali nel punti di Gauss, a causa della presenza dei
termini po./; nelle egn. (2.117).

Poiché i pesi di Gauss p; sono positivi, J; sono positivi in quanto moduli e poiché

¢ (x) <0ovunque in Q, si ha

|
IN
(=]

(2.119)
ovvero
o <0 (=123 (2.120)

. . . . - . . , —T—
e quindi la modellazione proposta conserva le relazioni di complementarita. Poiché ¢ A =0,

le (2.107),(2.120) implicano inoltre:

o N =0 (=123 (2.121)

Per quanto riguarda la conservazione della convessita delle funzioni di snervamento e dei
potenziali plastici, si puo ragionare come nel caso precedente, osservando che valgono le
(2.93) e che pertanto, mediante integrazione approssimata, le ® e le @ possono essere
espresse come combinazione a coefficienti non negativi (essendo 0:/>0) di funzioni convesse

delle variabili o e X, cid che garantisce | a convessita di ¢ e ® (v. App. A).

La matrice di rigidezza generalizzata D, si calcola mediante la (2.29). Tenendo presente la

(2.112), con 4 =€ e M (x) = D (x), si ha immediatamente

D Odiag|p,J,D(x,)] = diag[]_)i] (2.122)

i=1,2,3 i=1,2,3
Piu in generale, anche nel caso di un legame elastico non lineare, si ha per la (2.27) e per le
(2.113),(2.114) scritte con e con A4 pari a € e con v(x) pari a aU/ase , Si ha

—\1

oU i ou
pl‘]la_e(xl) aEe
_ I -
Y - [wr 92 i 0| o1, W (x,) | = | [ (2.123)
o€ Q il 0€ 0
oU —3
szsﬁ(xs) ag
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Analogamente, scrivendo le (2.113),(2.114) con e con 4 pari an e con v(x) pari a 0V/on, s
ha

- |fov
aV —
Ji~—(xy) on
n —
ILP ()—(x)dQD 2Jza—V(xz) =¥ (2.124)
on on
1O | |(o7)
L P

Si considerino ora le matrici delle funzioni di forma W5 (x) di una generica variabile di
natura statica BOR” (B = o, X, ¢, ®), non necessariamente coniugata alla variabile cinematica
A; evidentemente si avra W5 (x)JOR”®. Data una matrice M(x)OJR“?, procedendo ad una
integrazione di tipo approssimato, contemplando il caso di elementi finiti isoparametrici,
seguendo un percorso analogo a quello che ha portato alla deduzione della (2.112) e tenendo

presente le (2.115), risulta:
M Odiag]M(x, )] (2.125)

i=1,2,3

Ricordando la (2.37), la (2.125) fornisce, per A=A, B=0 e M(x) = ach/ao,

anG (xi)i| = diag| [aa%] (2.126)

i=1,2,3]

JW (x )Ga;(x) W, (x)dQ Ddlag[
i=1,2,3
Analogamente, ricordando la (2.38), la (2.125) fornisce, per A=\, B=x e M(x) = d®” /ax,
—7\
(x, )} diag [aii] (2.127)
)

Riassumendo, le relazioni precedentemente dedotte permettono di concludere che la legge

an JW (x )Ga;(x) W, (x)dQ Ddlag[

costitutiva si esprime mediante relazioni che risultano accoppiate solo al livello del singolo

punto di Gauss, ma non a livello superiore:

U _p o= (=123 (2.128)
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g = [aii] % = [aii] % (i=123) (2.129)
00 0X
0 <0 o A =0 A0 (i=123) (2.130)

| risultati ottenuti sul singolo elemento finito sono immediatamente estesi all’intero
aggregato di elementi finiti prolungando le funzioni di forma in modo tale che esse siano
identicamente nulle su tutti gli altri elementi finiti, cosi che non diano alcun contributo
aggiuntivo se integrate su Q anziché su Q.

Non e difficile estendere la modellazione lineare ad elementi aventi forma diversa ed un

numero diverso di dimensioni.

2.2.4.3 Elementi quadrati con funzioni di forma bilineari

Un ultimo esempio, tratto da Comi e Perego [18], € valido per discretizzare problemi piani,
e costituito da elementi finiti quadrati per i quali si assumono come punti di campo per le
variabili di natura cinematica quattro punti di Gauss x, (i=1,2,3,4). Cio significa assumere come
variabili generalizzate per i campi di natura cinematica, come ad esempio quello degli
incrementi dei moltiplicatori plastici, i valori puntuali di tali campi assunti nei quattro punti di
Gauss, ovvero:

3T

X::[K” AR

)\T”]T (2.131)

essendo
A=) A (i =1234) (2.132)
Ne consegue immediatamente, come nei casi precedenti, la non positivita del vettore delle
variabili generalizzate degli incrementi dei moltiplicatori plastici:
A0 (2.133)

ovvero

A 20 (i =12,34) (2.134)
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Per le variabili di natura cinematica s assumono funzioni di forma bilineari, le quali
assumono valore unitario ciascuna nel corrispondente punto di Gauss e nullo negli altri tre. Ad

esempio, con riferimento a campo degli incrementi dei moltiplicatori plastici, s ha

Y | Yx)=9, (2.135)
Wi(x) 1= diag W )] (i=1234) (2.136)
W, (x) = (W) | Wik | Y)W )] (2.137)

La medesima modellazione si estende a tutte le altre variabili di natura cinematica (g, €°, €,
n), ovwiamente adattando le dimensioni delle matrici.

La situazione che si presenta e formalmente identica a quella gia descritta al 82.2.4.2, a
parte il fatto che ora i punti di Gauss sono quattro anziché tre. E’ pertanto immediato ottenere
le funzioni di forma per la discretizzazione delle variabili di natura statica, come ad esempio gli
sforzi:

1

W, (x) OW, (x) Odiag {ilﬁ} (2.138)

i=1,2,3,4] O,
Poiché anche in questo caso i pesi di Gauss sono positivi, la non positivita di ¢ e la

convessita di ® e ¢ sono garantite, per gli stessi motivi di cui al §2.2.4.2. Analogamente,

anche in questo caso la legge costitutiva si esprime in forma disaccoppiata, se non al livello del

singolo punto di Gauss.
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2.2.5 Approccio alla Colonnetti

Al fine di sviluppare la teoria dell'adattamento risulta molto utile fare riferimento al
cosiddetto approccio alla Colonnetti al problema elastoplastico, il quale, con riferimento alla
formulazione in variabili generalizzate, puo riassumersi come di seguito. Dato un sistema
elastoplastico B, soggetto ad assegnate condizioni di carico F, & sempre possibile studiarne la
risposta (in generale elastoplastica) sostituendo a B un sistema B® indefinitamente elastico,
ossia privo di limiti di snervamento, il quale occupi lo stesso dominio spaziale Q di B, sia

pertanto ad esso identico nella geometria e nelle condizioni di vincolo ed abbia le medesime

proprieta elastiche di B. 11 sistema B sara assoggettato alle stesse condizioni di carico F di B,

con l'aggiunta, quali deformazioni anelastiche imposte, delle deformazioni plastiche €’
(incognite a priori della soluzione del problema) sviluppate da B in seguito alle condizioni di
carico (qualora, naturalmente, queste ultime siano tali da causare plasticizzazioni).

Poiché B® & un sistema elastico (lineare, come si & sempre supposto in tutta la teoria svolta),

vale il principio di sovrapposizione degli effetti e la sua risposta puo essere interpretata come la
.. . . . . = . . . . . —p

sovrapposizione della risposta ai carichi F e di quella alle deformazioni plastiche imposte €.

Per quanto riguarda la prima, si indichino con o”e u’ le risposte in termini, rispettivamente, di

sforzi e spostamenti a F, mentre, per quanto riguarda la seconda, siano p e u’ le risposte in
termini, rispettivamente, di sforzi e spostamenti a €. Le risposte in termini di deformazioni
(evidentemente di tipo puramente elastico, data la natura di B®) alle due condizioni di carico

. . . . . —-1— —-1—
sovrapposte saranno indicate, via legame elastico (lineare), nella forma D o e D p, allo

scopo di evitare ambiguita e possibili fraintendimenti con le porzioni rispettivamente elastica e
plastica delle deformazioni totali di B, con le quali le precedenti non si identificano, in generale.

La seguente tabella riassume sinteticamente quanto sopra esposto nel dettaglio
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CAUSE EFFETTI
Condizioni di carico Sforzi Deformazi oni Spostamenti
— —e —-1—e —e
F o Do u
& P Dp u’
RELAZIONI DI EQUILIBRIO

Per quanto stahilito in precedenza, gli sforzi o sono in equilibrio con i carichi F, gli sforzi

p sono in equilibrio con carichi nulli, ovvero sono autoequilibrati, mentre gli sforzi effettivi
sono dati dalla somma dei precedenti, ovvero:

C o =F Cp=0 o=0 +p (2.139)

Si noti che gli sforzi p sono gli sforzi che si avrebbero qualorai carichi F venissero rimossi,

cio che fa loro assumere la denominazione di sforzi residui, con la quale saranno indicati nel
seguito della trattazione. Dal punto di vista fisico, gli sforzi residui sono quindi lo stato
autotensionale generato dalle deformazioni plastiche, le quali, notoriamente, sono irreversibili e

pertanto permangono anche dopo la rimozione dei carichi che le hanno provocate.

RELAZIONI DI CONGRUENZA
Per quanto stabilito in precedenza, gli spostamenti u’ sono congruenti con le deformazioni

——-1— . . TP . . . . —-1—
D o, gli spostamenti u” sono congruenti con la somma delle deformazioni elastiche D p

ed anelastiche £” (e non solo con le prime !), mentre gli spostamenti effettivi sono dati dalla

somma dei precedenti, ovvero:

—_——1— —_— _— J— —e J—

D o =Cu D p+e’ =Cu’ u=u +u’ (2.140)
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NOTA SUL LAVORO ESTERNO
L'espressione del lavoro esterno che compare nell’identita dei lavori virtuali pud essere

posta in una forma equivalente che si rivelera particolarmente utile nella teoria
, . P I . .
. u
dell’ adattamento. Per spostamenti e carichi F il lavoro esterno si esprime nella forma

W_.=F u (2.141)

ext

Facendo riferimento al sistema B, essendo F in equilibrio con ¢ ed esprimendo come Cu

.. . . . TP, o . . . .
le deformazioni congruenti con gli spostamenti u , I'identita dei lavori virtuali fornisce

W.=W_ =0 Cu (2.142)

ext int

Poiché gli sforzi residui p sono autoequilibrati e poiché le deformazioni D G sono

congruenti con spostamenti nulli al contorno, I'identita dei lavori virtuali, applicata alla statica

ed alla cinematica ad essi rispettivamente corrispondenti, fornisce

—T—-1—e¢

pD o =0 (2.143)
sottraendo la (2.143) alla (2.142) si ottiene pertanto, ricordando la simmetria della matrice di

rigidezza generalizzata,

w

ext

(2.144)

=67 Cu’ -p'D 0" =5”(Cu’ D )

Per 1a(2.140b) s hainfine

—el —p

W. =0 ¢ (2.145)

ext

Questa espressione, che comparira nell’enunciato del teorema cinematico (v. Cap. 3), €
pertanto equivalente alla piu tradizionale (2.141) e si rivelera estremamente comoda sia ai fini

della dimostrazione che dell' applicazione del suddetto teorema.

LA MATRICE'ZL

Si vuole ora determinare una relazione che leghi gli sforzi residui p alle deformazioni

plastiche imposte €”. Allo si consideri il sistema B, nella seconda condizione di carico in

tabella. La (2.140b) fornisce gli sforzi residui
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p=D(Cu’ -¢’)
che, sostituiti nell’ equazione di equilibrio (2.139b), permettono di ottenere
c'D(Cu’ -&") =0
da cui, introdotta la matrice di rigidezza del sistema
K :=C DC
si deduce immediatamente
uw =K C De’
Sostituendo la (2.149) nella (2.146) si ricava
p=D(CK 'C'De’ -¢")
Posto
— ___1_T_ —
Z =DCK C D-D
si ha semplicemente

0=7¢’

(2.146)

(2.147)

(2.148)

(2.149)

(2.150)

(2.151)

(2.152)

La (2.152) ha validita piu generale del presente contesto, dal momento che lega, in generale,

gli sforzi alle distorsioni imposte che li hanno generati. Come é ovvio, essendo B® un sistema

lineare, tale legame é lineare.
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