
Appendice D

Criteri di snervamento

D.1 Osservazioni preliminari

Di seguito si espongono i concetti fondamentali riguardanti i criteri di snervamento cui si è

fatto riferimento nella tesi. La simbologia adottata è la seguente: la tensione di snervamento

monoassiale è indicata con σ0, la pressione idrostatica è indicata con P

P ij ij:= 1

3
σ δ (D.1)

mentre il deviatore del tensore degli sforzi è indicato con sij

s Pij ij ij:= −σ δ (D.2)

l’ invariante primo (traccia) del tensore degli sforzi è indicato con I1

I Pij ij1 3:= =σ δ (D.3)

mentre l’ invariante secondo del deviatore del tensore degli sforzi è indicato con J2

J s sij ij2

1

2
:= (D.4)

Indicati con σI , σII , σIII gli sforzi principali , risulta

3

2
2 2 2s sij ij I II III I II II III III I= + + − − −σ σ σ σ σ σ σ σ σ (D.5)

Si indicano con ξ ed r le espressioni

ξ : := =
I

r J1
23

2 (D.6)
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e con θ l’angolo di Lode. Le tre coordinate ξ, r, θ definiscono un sistema di riferimento

cili ndrico nello spazio degli sforzi principali , con asse ξ diretto come la trisettrice del primo

ottante (asse idrostatico), raggio r e latitudine θ nel (piano ottaedrale), come ill ustrato in Fig.

D.1.

Fig. D.1  Il piano degli sforzi principali

Nei problemi di poroplasticità (v. Cap. 7) i criteri di snervamento sono stati formulati

utili zzando le espressioni riportate di seguito e sostituendo ad ogni occorrenza degli sforzi

totali σij gli sforzi eff icaci di Terzaghi σij-pδij, essendo p la pressione del fluido.

D.2 Criterio di snervamento di Drucker-Prager

Nella formulazione dell ’algoritmo β si è fatto riferimento al criterio di snervamento di

Drucker-Prager (DP) scritto nella seguente forma (utili zzata nel codice di calcolo Abaqus per

definire tale modello di materiale):

ϕ σ βDP ij ij ijs s P P2 7 0 5 1 6: tan= − ⋅ − ≤3

2
00 (D.7)

essendo β e P0 i due parametri del modello che esprimono delle proprietà caratteristiche del

materiale in esame. Si consideri uno stato di tensione monoassiale che porti a snervamento il

materiale; si avrà

σ σ σ11 0 0 1 1= = ∀ ≠ ≠ij i j, (D.8)

Evidentemente risulta

P s s s s i jij= = − = = = − = ∀ ≠σ σ σ σ σ0
11 0

0
0 22 33 03 3
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1

3
0 (D.9)
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In corrispondenza dello stato di sforzo (D.8) la (D.7) deve valere come uguaglianza:
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=tan1 6 P (D.10)

Dalla (D.10) si deduce

P0 0 1
1

3
tan tanβ σ β1 6 1 6= +�

��
�
��

(D.11)

e quindi la (D.7) può anche scriversi

ϕ σ β σ βij ij ijs s P2 7 0 5 0 5= + − +��
�
� ≤3

2
1

1

3
00tan tan (D.12)

Posto

α β σ
β:

tan( )
: tan( )= = +��

�
�3 3 3

1
1

3
0k (D.13)

la (D.12) assume la seguente forma, più comunemente utili zzata:

αI J k1 2 0+ − ≤ (D.14)

o, alternativamente,

6 2 0αξ + − ≤r k (D.15)

Dalla precedente si riconosce che il criterio di DP definisce un dominio elastico che nello

spazio degli sforzi principali ha generica sezione meridiana rettili nea.

Fig. D.2  Sezione meridiana del cono di Drucker-Prager (a tratto continuo)
E del cili ndro di von Mises (a tratto punto)

Dalla Fig. D.2 si ricava immediatamente la relazione tra l’angolo δ di apertura del cono di

Drucker-Prager ed il parametro β:
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(D.16)

Sempre dalla Fig. D.2 si deduce che il dominio in questione è un cono circolare nello spazio

degli sforzi principali , con asse coincidente con l’asse idrostatico (Fig. D.4a). L’equazione

della superficie di tale cono si scrive (dalla (D.7)):
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tan( ) tan( ) tan( )
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(D.17)

D.3 Criterio di snervamento di von Mises

Il criterio di Drucker-Prager include come caso particolare quello di Huber-Hencky-von

Mises (HHM), qualora sia β=0 e scompaia pertanto ogni riferimento alla componente

idrostatica dello stato di sforzo (ciò che rende tale criterio particolarmente adatto a materiali

metalli ci). Precisamente, per β→0 si ha (v. eqn (D.11))

lim tan lim tan
β β

β σ β σ
→ →

= +��
�
� =

0
0

0
0 01

1

3
P 0 5 0 5 (D.18)

e P0→∞. La (D.7) diviene pertanto

ϕ σ σHHM ij ij ijs s2 7 := − ≤3

2
00 (D.19)

ovvero, in termini di sforzi principali ,

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σI II III I II II III III I
2 2 2

0
2 0+ + − − − − = (D.20)

Dalla (D.16) si evince che (nello spazio degli sforzi principali ) nel caso del criterio HHM il

cono di Drucker-Prager diviene un cili ndro con asse parallelo all ’asse idrostatico (Fig. D.4b).

D.4 Criterio di snervamento di Mohr-Coulomb

Frequentemente utili zzato nell ’ingegneria geotecnica per la modellazione di materiali

sciolti l a cui resistenza dipende dalla pressione di confinamento, il criterio di Mohr-Coulomb

consta di sei modi plastici definiti dalle seguenti espressioni:
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ϕ ξ θ ξ φ θ π θ π φ φ
θ π

MC r r r c

per
1 2 3 3 3 6 0

0 3

( , , ) sin sin cos sin cos

( [ , ])

= + + + + − ≤
∈

0 5 0 5
 

(D.21a)

ϕ ξ θ ξ φ θ π θ π φ φ
θ π π

MC r r r c

per
2 2 3 6 0

3 2 3

( , , ) sin sin cos sin cos

( [ , ])

= + − + + − + − ≤
∈

0 5 0 5
 

(D.21b)

ϕ ξ θ ξ φ θ π θ π φ φ
θ π π

MC r r r c

per
3 2 3 3 3 6 0

2 3

( , , ) sin sin cos sin cos

( [ , ])

= + − + − − ≤
∈

0 5 0 5
 

(D.21c)

ϕ ξ θ ξ φ θ π θ π φ φ
θ π π

MC r r r c

per
4 2 3 3 3 6 0

4 3

( , , ) sin sin cos sin cos

( [ , ])

= + − − + − − − ≤
∈

0 5 0 5
 

(D.21d)

ϕ ξ θ ξ φ θ π θ π φ φ
θ π π

MC r r r c

per
5 2 3 6 0

4 3 5 3

( , , ) sin sin cos sin cos

( [ , ])

= + + + + − ≤
∈

0 5 0 5
 

(D.21e)

ϕ ξ θ ξ φ θ π θ π φ φ
θ π π

MC r r r c

per
6 2 3 3 3 6 0

5 3 2

( , , ) sin sin cos sin cos

( [ , ])

= + − + + − + − ≤
∈

0 5 0 5
 

(D.21f)

dove c e φ sono due parametri del materiale, detti rispettivamente coesione ed angolo di attrito

interno. Il criterio è in effetti dedotto supponendo che l’inviluppo degli stati di sforzo limite

sia lineare e caratterizzato dai parametri c e φ come in Fig. D.3.

Fig. D.3  Il criterio di Mohr-Coulomb (a tratto continuo) e di Guest-Tresca (a tratto punto)
come inviluppo degli stati di sforzo limite nel piano di Mohr

Le (D.21) definiscono un dominio che nello spazio degli sforzi principali ha forma di una

piramide esagonale (in generale non regolare, anche se dotata di tre piani di simmetria) con

c
σ

 τ

φφ

φ
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asse coincidente con l’asse idrostatico (v. Fig. D.5a). Assegnata una coppia di parametri α e k

che definiscono un cono di Drucker-Prager nello spazio degli sforzi principali , si può

facilmente calcolare l’espressione della piramide di Mohr-Coulomb in esso inscritta mediante

la soluzione del seguente sistema:

ϕ ξ θ π ϕ ξ ξ

ϕ ξ
α

θ θ

MC DP

MC

r r r

k
r

, , ( , ) ,

, ,
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�
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= =�
��

�
��

= ∀

%

&
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'
K
K

3

3
0 0

1 6

0 5
(D.22)

La seconda delle due equazioni impone alla piramide di avere lo stesso vertice del cono,

mentre la prima condizione impone a tre dei sei spigoli della piramide (ne basta uno solo, per

simmetria) ivi incidenti di essere pure delle generatrici del cono (in pratica è suff iciente

imporre la (D.22a) solo per ξ=0). Con banali passaggi si ottiene:

sin
( sin )

cos
φ α

α
φ

φ
=

+
= −3 3

2 3

3 3

6
c k (D.23)

La (D.23a) consente di ricavare immediatamente φ e, quindi, la (D.23b) fornisce c.

Il calcolo della piramide di Mohr-Coulomb inscritta nel cono di Drucker-Prager si effettua

risolvendo il seguente sistema:
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ϕ ξ
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0 5 (D.24)

La seconda equazione impone, come già osservato, la coincidenza dei due vertici, mentre la

prima impone alla piramide di passare per i punti ove si deve avere la tangenza tra piramide e

cono, per i quali punti si ha θ=γ, essendo il valore di tale angolo definito dalla terza

condizione, ricavata con semplici osservazioni geometriche. Risolvendo la (D.24b) rispetto a

c e sostituendo l’espressione ottenuta nella (D.24a) e, quindi, risolvendo quest’ultima rispetto

a φ e sostituendo nella (D.24c) si ricava, dopo semplici passaggi:
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(D.25)

La (D.25) fornisce γ, dopo di che è possibile ricavare i parametri c e φ:

sin
sin
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tanφ
γ π

α
γ π

φ
α

=
+
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=
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(D.26)

D.5 Criterio di snervamento di Guest-Tresca

Il criterio di Mohr-Coulomb include come caso particolare quello di Guest-Tresca (GT),

qualora sia φ=0 e scompaia pertanto ogni riferimento alla componente idrostatica dello stato

di sforzo (ciò che rende tale criterio particolarmente adatto a materiali metalli ci).

Nel caso del criterio GT la retta inviluppo degli stati di sforzo limite nel piano di Mohr è

orizzontale (Fig. 3) e la piramide di Mohr-Coulomb diviene un prisma esagonale regolare con

asse coincidente all ’asse idrostatico (Fig. 5b).

Le equazioni che definiscono la superficie di snervamento possono essere ottenute dalle

(D.21) per φ=0. Formulato in termini di sforzi principali il criterio GT assume la seguente

semplice forma:

max ; ;σ σ σ σ σ σ σI II II III III I− − − ≤< A 0 (D.27)

Dalla rappresentazione nel piano di Mohr si deduce immediatamente, considerando uno stato

di tensione monoassiale che porti a snervamento il materiale (eqn. (D.8)), si deduce

immediatamente che si ha

σ τ
0

0

2 2
= = c

(D.28)

essendo τ0 il valore del massimo sforzo di taglio cui il materiale può essere soggetto,

determinabile mediante una prova di torsione e che evidentemente coincide con la coesione c

(per tale motivo il criterio di Guest-Tresca è anche detto “del massimo taglio” ).



APPENDICE  D

D.8

(a) (b)

Fig. D.4  Dominio di snervamento di Drucker-Prager (a) e di von Mises (b) nello spazio degli sforzi principali

(a) (b)

Fig. D.5 Dominio di snervamento di Mohr-Coulomb (a) e di Guest-Tresca (b) nello spazio degli sforzi principali

ξ

r
θ

r

ξ

θ

ξ

r

θ

ξ

r

θ


