Introduzione

1.1 Significato e limiti del concetto di
“shakedown” in meccanica strutturale

Oggetto di questa tesi e lo studio del comportamento meccanico di sistemi costituiti da
materiali elastoplastici e poroelastoplastici, con riferimento alla sicurezza nei confronti della
crisi sotto carichi ripetuti. Con il termine sistema ci si riferisce genericamente sia a solidi che a

strutture.

1.1.1 Aspetti qualitativi del comportamento di un sistema
elastoplastico

Quando un sistema elastoplastico e soggetto a condizioni di carico che si ripetono in modo
qualsivoglia nel tempo ma senza superare determinati limiti, ossia che sono vincolate ad
appartenere ad un assegnato e limitato dominio di carico I, detto dominio di carico base (v.
Fig. 1.1), e possibile che la risposta in termini di sforzi non raggiunga mai, in nessun istante

della storia di carico ed in nessun punto del sistema, il limite di snervamento del materiale, la
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cui risposta sara pertanto puramente elastica, ovvero e possibile che vi siano delle zone sede di
plasticizzazioni, cio che indica il raggiungimento del suddetto limite di snervamento. Se questo
e il caso, € possibile che si sviluppino deformazioni plastiche ripetutamente nel tempo, finché
tale processo non porti il sistema al collasso oppure all’inservibilita. Tale modalita di crisi e
detta collasso plastico incrementale o, con termine anglosassone equivalente, ratchetting ed ¢
caratterizzata dal progressivo accumulo di deformazioni irreversibili fino al superamento dei

limiti di tollerabilita del sistema.
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Fig. 1.1 Esempiodi un dominio edi una possibile storiadi carico ad appartenente

Non é tuttavia questa I’'unica possibilita: non si puo infatti escludere che, dopo un iniziale
periodo transitorio, il sistema cessi di sviluppare deformazioni plastiche e la sua risposta sia
pertanto puramente elastica. Si dice in questo caso che il sistema si adatta in campo elastico, o
semplicemente che si adatta, ai carichi cui é soggetto. Tali fenomeni di adattamento sono noti
in letteratura con il termine anglosassone di shakedown 0, piu precisamente, di elastic
shakedown. Si ha un caso limite di adattamento quando il transitorio elastoplastico ha durata
illimitata nel tempo. Si parla in questo caso si adattamento asintotico perché I’ampiezza degli
incrementi delle deformazioni irreversibili progressivamente sviluppate & via via minore e le
deformazioni plastiche cumulate tendono progressivamente ad un valore finito e minore dei

limiti tollerabili dal sistema.
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Una terza possibilita € che il sistema sviluppi negli stessi punti, ma in diversi istanti della
storia di carico, deformazioni plastiche di segno opposto e che le deformazioni cumulate siano
mediamente nulle. Sebbene gli spostamenti congruenti con le deformazioni plastiche siano pure
mediamente nulli, il sistema va incontro ad un progressivo deterioramento, a cui si da il nome
di fatica plastica e che ha come conseguenza il raggiungimento di uno stato di crisi. Pertanto
tale situazione non €, in generale, ritenuta ammissibile nel caso di sistemi strutturali, a meno
che la vita attesa di questi ultimi sia breve relativamente al tempo necessario al raggiungimento
di uno stato di collasso o, comunque, di inservibilita. La situazione descritta & detta plasticita
alternata o, in inglese, alternating plasticity. Un’altra dizione talvolta usata & quella di plastic
shakedown, che vuole indicare che il sistema, in quanto non accumula spostamenti residui, &
comunqgue soggetto ad un fenomeno di adattamento, sebbene non in campo elastico. Non
volendo distinguere i due casi, ci si riferisce al collasso plastico incrementale e alla plasticita
alternata con il termine generico di inadattamento, o, in inglese, inadaptation.

Il criterio che permette discriminare tra i casi sopra descritti si basa sul concetto di energia
dissipata nel processo di sviluppo di deformazioni plastiche e sara esposto in termini analitici
nel Cap. 3. Dal punto di vista qualitativo € comunqgue evidente che nel caso di adattamento in
campo elastico I'energia dissipata € superiormente limitata dal valore raggiunto al termine del
transitorio iniziale, ovvero al termine della fase in cui si sviluppano deformazioni elastiche,
mentre, nel caso di inadattamento, I'energia dissipata plasticamente non puo essere limitata, o,
guantomeno, essa continua a crescere fino a che non si verifica il raggiungimento di uno stato
di crisi. Anche nel caso di shakedown asintotico I'energia dissipata e superiormente limitata da
un valore che viene raggiunto appunto asintoticamente.

Va precisato, tuttavia, che il raggiungimento della condizione di adattamento potrebbe
avvenire in seguito allo sviluppo di eccessive deformazioni, che possono compromettere la
fruibilita del sistema. E’ inoltre possibile che I'eccessiva ampiezza delle deformazioni comporti
il superamento delle risorse di duttilita del materiale oppure che risulti necessario considerare
I"influenza degli effetti del secondo ordine, spesso trascurati per semplicita, dal momento che e
solitamente possibile (sebbene non necessario) ricondursi ad una teoria sviluppata nell’ambito
di validita dell' ipotesi di piccoli spostamenti e deformazioni. E’' evidente che sarebbe privo di

senso dal punto di vista teorico considerare delle situazioni in cui risultino invalidate le ipotesi
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che presiedono al modello della realta fenomenica utilizzato, cosi come non sarebbe
ammissibile dal punto di vista ingegneristico che delle strutture divengano inservibili, per
qguanto non collassino, in corrispondenza di condizioni di carico che possono presentarsi in
esercizio.

Poiché il criterio dell' energia dissipata non permette di controllare direttamente I entita delle
grandezze coinvolte, quali ad esempio le deformazioni plastiche sviluppate, si rende allora
necessario I'utilizzo di tecniche capaci di fornire quantomeno una stima o una delimitazione
superiore di esse, relative al valore assunto a regime, cioé dopo il transitorio iniziale o, come
abitualmente si dice, in fase post-adattamento (post-shakedown stage).

Il problema dello studio del comportamento di un sistema elastoplastico e, piu in generale,
di molti sistemi anelastici &€ reso complesso dal fatto che la risposta risulta dipendente dalla
storia di carico, che solitamente non €& nota a priori. In molte situazioni di interesse
ingegneristico I'informazione che si possiede circa la storia di carico si limita alla conoscenza di
un dominio entro cui essa e vincolata ad appartenere, ma nulla puo dirsi circa la sua variabilita
effettiva. Ne consegue, in tali casi, I'impossibilita di procedere allo studio dell' evoluzione del
sistema, perché essa non e univoca bensi dipendente dalla (ignota) sequenza di carico cui €
soggetto. Anche qualora fosse possibile limitare I'attenzione a pochi casi significativi, I'analisi

sarebbe comunque non poco onerosa dal punto di vista computazionale.

1.1.2 1l concetto di analisi di adattamento

Di fronte ad un tale quadro della situazione, un problema che si presenta inevitabilmente
all' attenzione sia degli studiosi della meccanica dei continui che dei progettisti e analisti e
quello di prevedere quale sara il destino del sistema, cioe se esso si adattera 0 meno in
corrispondenza di un dominio di carico assegnato, ovvero quello della determinazione del
margine di sicurezza nei confronti del raggiungimento di uno stato di crisi. In altri termini, e di

interesse sapere di quanto si puo amplificare omoteticamente il dominio di carico base [T,
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moltiplicandolo per uno scalare i ed ottenendo un dominio di carico amplificato’ 41 (v. Fig.
1.2), senza che il sistema pervenga ala crisi. Il valore s di 4 a di sopra del quale s ha
inadattamento e al di sotto del quale adattamento e detto fattore di sicurezza. Tale
informazione si rivela indispensabile ai fini del un progetto del sistema, tenuto conto che
potrebbe non essere economico dimensionare quest’ ultimo in modo tale che rimanga sempre in
fase elastica. Va detto infatti che, se il materiale puo offrire una sufficiente duttilita, la presenza
di deformazioni plastiche non causa inconvenienti particolari, purché ovviamente esse si

mantengano limitate.
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Fig. 1.2 Amplificazione omotetica dd dominio del carichi base

Come si vedra in dettaglio nel Cap.3, la teoria dell'analisi limite rientra come caso
particolare in quella dell’ adattamento, che si presenta pertanto come una estensione della prima

a carichi genericamente variabili anziché semplicemente fissi (caso di dominio di carico

" Spesso & invece utile suddividere le azioni esterne in due categorie, a seconda che risultino variabili (/ive
loads) o, come ad esempio nel caso dei pesi propri, invariabili nel tempo (dead loads). In questo caso solo i
carichi variabili risultano amplificati e, di conseguenza, viene amplificato omoteticamente il dominio cui solo
questi ultimi sono vincolati ad appartenere.
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puntiforme: la “amplificazione” da parte del moltiplicatore dei carichi viene ad essere
semplicemente una traslazione nello spazio dei carichi, in direzione della congiungente I origine
di tale spazio ed il punto corrispondente ai carichi base). Rispetto all'analisi limite, la quale ha
per oggetto la determinazione del carico di collasso plastico, ovvero di un limite che si
raggiunge in condizioni da considerarsi estreme per il sistema, I'analisi di adattamento riguarda
invece condizioni di carico che si possono verificare anche in esercizio e che sono pericolose in

seguito all' elevato numero di volte che si presentano nella vita della struttura.

1.1.3 Metodi per ’analisi di adattamento

Un primo approccio, semplice ma di limitata portata, al problema é costituito da formule
empiriche che sono state sviluppate nella pratica ingegneristica e che sono state recepite dalle
normative tecniche per la progettazione di particolari elementi strutturali e non (come ad
esempio contenitori in pressione, tubi, giunzioni tra tubi, ecc...). Si tratta di formule costruite
ad hoc per un particolare problema tecnico, la cui validita € inevitabilmente limitata alla
contingenza del caso, che forniscono risultati non affinabili ad arbitrio e non estensibili a tutte
le situazioni particolari che possono verificarsi. Evidentemente si tratta di strumenti utili nella
progettazione e come termine di riferimento, comodi per la semplicita con cui si puo ottenere
una informazione fondamentale su di un problema indubbiamente complesso, ma non sono
certo la risposta ad esigenze progettuali avanzate. Ovviamente le formule empiriche sono inutili
a chi sia interessato a comprendere le cause dei fenomeni di adattamento e ad inquadrare
teoricamente il problema.

Gli strumenti messi a disposizione dalla meccanica per una corretta determinazione del
limite di adattamento di un sistema si dividono in due categorie: i metodi evolutivi ed i
cosiddetti metodi diretti. I primi si riducono all' esecuzione di una serie di analisi elastoplastiche
passo-passo (step by step analysis), assoggettando il sistema di volta in volta a “storie” di
carico appartenenti ad un dominio la cui ampiezza viene aumentata ovvero diminuita a seconda
del risultato della precedente analisi fino alla determinazione per approssimazioni successive
del limite di adattamento. Procedendo per tentativi, ovviamente non casuali ma guidati da una

strategia di fondo, si determinano dei limiti superiori ed inferiori che approssimano sempre piu
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da vicino il dominio di carico limite, cioe il valore di soglia tra adattamento ed inadattamento.
Quando, come si e detto, & possibile prevedere solo il dominio di carico (e non un a o piu
sequenze temporali) il fondamentale aspetto negativo di questo approccio € costituito dal
grande onere computazionale legato ad un’analisi evolutiva elastoplastica, il quale si traduce in
elevati costi economici, specialmente in “studi parametrici” (ripetuti al variare di certi
parametri al fine della loro scelta ottimale nel processo progettuale). Tenendo conto del fatto
che sono in generale necessarie numerose di queste analisi, si comprende che il ricorso a questa
tecnica si giustifichi solo se, come ad esempio nel caso dello studio del comportamento sotto
carichi ripetuti in presenza di softening, non sono disponibili tecniche piu rapide e semplici per
giungere alla determinazione anche solo di una stima del coefficiente di sicurezza.

Le informazioni fornite da un’analisi elastoplastica non si limitano al fattore di sicurezza
all'inadattamento ed ai valori delle grandezze meccaniche in fase post-adattamento, ma
riguardano ogni aspetto della storia tensio-deformativa del sistema, cio di cui si puo
solitamente fare a meno, non risultando utile ai fini dell' analisi di adattamento. | metodi diretti
rispondono precisamente all’ esigenza di uno strumento rigorosamente dedotto dalla teoria ed
in grado di rispondere speditamente alla domanda circa il valore del limite di adattamento. Si
tratta in sintesi di tecniche che permettono di determinare le sole informazioni di interesse
mediante la risoluzione di problemi di minimizzazione o0 massimizzazione, cui la teoria
dell’adattamento consente di ridurre il problema fondamentale della ricerca del fattore di
sicurezza.

Sono stati sviluppati un teorema statico (da Melan [58,59] e da Bleich [2]) e uno
cinematico (originariamente da Koiter [42] e da Symonds [82] e Neal [60]) che danno luogo a
due approcci, detti statico e cinematico, all’analisi di adattamento i quali forniscono ciascuno
una condizione necessaria ed una sufficiente affinché il sistema si adatti elasticamente al
dominio di carico cui é soggetto. Ciascun approccio fa riferimento prevalentemente a variabili
della natura corrispondente, statica o cinematica rispettivamente, e richiede, oltre a quella del
problema di ottimizzazione, la risoluzione preliminare di problemi elastici, ci0 che e
enormemente piu semplice e soprattutto piu rapido delle analisi elastoplastiche. Da ciascun
teorema si deduce un problema di estremizzazione vincolata che, nel caso di strutture discrete

o discretizzate (ad esempio con la tecnica degli elementi finiti) assume la forma di un problema
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di programmazione matematica (v. App. A). Cio che é particolarmente notevole (e pure
particolarmente elegante) e il fatto tali problemi risultano essere coniugati nel senso della teoria
della dualita sviluppata in programmazione matematica. In altre parole la struttura matematica
dei due problemi é tale per cui dal programma che ha origine dall’ approccio statico € possibile
dedurre, mediante considerazioni puramente formali e svincolate dal contesto fisico, un
programma che I'interpretazione meccanica fa coincidere con quello dedotto dall’approccio
cinematico.

I due approcci, statico e cinematico, sono stati originariamente sviluppati con riferimento a
modelli di materiali piuttosto semplici, vale a dire linearmente elastici e perfettamente plastici e
con leggi di scorrimento associate. Successivamente numerosi Autori hanno contribuito ad
estendere la teoria ad un contesto notevolmente pitu ampio, includendo i carichi termici (De
Donato [28], Prager [72]), I'incrudimento (Maier [52], Corradi e Maier [23], Maier e Novati
[56], Polizzotto et alii [67]), le leggi di scorrimento non associate (Maier [51,50], Pycko e
Maier [76], Corigliano, Maier e Pycko [19,20]), il danneggiamento (Polizzotto et alii [68],
Borino et alii [3], Hachemi e Weichert [35,36]), la poroplasticita (Cocchetti e Maier [12,13]),
la viscoplasticita (Bree [4], Ponter [69], O 'Donnel e Porowski [62], Gokhfeld e Cherniavsky
[33,34], Klebanov e Boyle [40]), la presenza di effetti geometrici del secondo ordine (Maier
[52], Polizzotto e Borino [66], Weichert [84,85], Stumpf [81]), la presenza di effetti dinamici
(Corradi e Maier [23,24], Corigliano, Maier e Pycko [19,20], Maier e Novati [56]).

1.1.4 Limiti della teoria dell’adattamento

La teoria dell’adattamento, da cui si deducono gli approcci statico e cinematico, permette
altresi di sviluppare delle tecniche di delimitazione delle grandezze meccaniche allo stadio post-
adattamento, le quali tecniche si riconducono alla risoluzione di problemi di programmazione
matematica formalmente non dissimili da quelli che permettono la determinazione del fattore di
sicurezza. Si ribadisce ancora una volta I'importanza in molti casi della valutazione,
eventualmente anche grossolana, di delimitazioni che garantiscano la realizzazione di uno stato

di adattamento effettivamente significativo e non solo puramente teorico, perché il solo criterio
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di shakedown alla base della teoria dell’adattamento si basa solo sulla limitatezza dell’ energia
dissipata senza specificare I'entita di tale limite. Si dispone oggi di una letteratura abbastanza
ampia sulla teoria e sui metodi di calcolo di upper bounds di varie quantita dipendenti dalla
effettiva sequenza di caricamento: Maier e Vitiello [57], Maier [53], Corradi [21], Polizzotto
[65], Panzeca et alii [64], Capurso et ali [8] e altri.

Le tecniche impiegate nell'analisi di adattamento si basano su di un modello di materiale
necessariamente idealizzato, come € ovvio. Le principali discrepanze osservate rispetto a prove
sperimentali sono da attribuirsi secondo Konig [44] alla variabilita delle caratteristiche
meccaniche del materiale nel corso della storia di carico (per un tentativo di introdurre il
danneggiamento nella teoria dell’ adattamento si veda il Cap.8).

In questa tesi non si € inoltre mai tenuto conto degli effetti viscosi. Ad esempio, nel caso di
materiali metallici, a temperature anche non di molto superiori a quella ambiente si manifesta
una certa viscosita, che diviene progressivamente piu pronunciata al crescere della temperatura
(ad esempio sopra i 300°C per le leghe di alluminio e sopra i 500°C per gli acciai duttili) e non
puod essere trascurata. Esistono comunque studi in letteratura che estendono la teoria

dell’adattamento alla viscoplasticita.

1.1.5 Campi applicativi

Nel mondo dell’ ingegneria sono numerosi i casi di strutture soggette a carichi variabili che si
ripetono un elevato numero di volte nella vita delle stesse, spesso di natura termica. Esempi
notevoli sono rappresentati da recipienti in pressione, tubi e giunzioni tra tubi nell impiantistica
industriale, reattori e componenti meccanici nell’ industria nucleare [4] e strutture offshore.

Il progetto dei materiali compositi puo trarre notevoli benefici dall’ analisi di adattamento, in
considerazione della possibilita di ridurne il costo elevato, che attualmente rappresenta I' unico
ostacolo che ne impedisce la diffusione su larga scala. In particolare alcune evidenze
sperimentali ad opera di Dvorak e Johnson [31] fanno supporre che la crisi per fatica di
materiali compositi fibrorinforzati a matrice metallica sia strettamente legato al limite di

adattamento, dal momento che le fratture da fatica cominciano a propagarsi in prossimita di
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tale soglia. Un metodo cinematico per compositi periodici & stato sviluppato di recente da
Carvelli, Maier e Taliercio [10]

Non mancano applicazioni nel campo dell' ingegneria civile, con riferimento a telai, dighe,
strutture da ponte e, in generale, elementi che sono sottoposti al transito di carichi mobili,
come le rotaie ferroviarie (Ponter, Hearle e Johnson [70]) e le pavimentazioni stradali
[14,15,79,87].

Spesso € opportuno considerare la presenza di un fluido che compenetra il materiale
influenzandone il comportamento meccanico. Una tipica applicazione si ha nel caso delle dighe
in muratura, nelle quali I'acqua penetra attraverso i pori naturalmente presenti nel materiale e
dalle fessure che si aprono con il progressivo danneggiamento dello stesso (Cocchetti e Maier
[12,13]). Anche I'analisi di adattamento delle pavimentazioni stradali, spesso intrise d'acqua,
merita, in considerazione delle ingenti somme di denaro spese in opere di manutenzione, uno

studio che faccia riferimento ad un materiale bifase.

1.2 Fondamenti della teoria della plasticita

Nel seguito si richiamano sinteticamente i concetti fondamentali della teoria della plasticita
cui si e fatto riferimento nella tesi, allo scopo di fissare la simbologia e le convenzioni poi

estesamente utilizzate nel prosieguo della trattazione.

1.2.1 Posizione del problema

Con riferimento alla Fig. 1.3, sia Oxyx,x3 un sistema di riferimento cartesiano ortogonale in
R® e si indichi con x il vettore di componenti x1, x5, xs. Si consideri un continuo solido B
occupante un sottoinsieme Q di R® e si indichi con I la frontiera di Q, suddivisa in una

porzione vincolata I",, ed in una porzione non vincolata 'y, in modo tale che risulti

rOr, =r=oQ rar =0 (1.1)
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Fig. 1.3 Il continuo elastoplastico

Il sstema B sia soggetto:

e ad un campo di forze di volume F (x,t) assegnato in Q e variabile nel tempo con legge
assegnata;

e ad un campo di trazioni superficiali t (x,t) assegnato su I'y e variabile nel tempo con legge
assegnata;

« ad un campo di spostamenti identicamente nulli* assegnato su Iy;

Si ipotizza che:

» gli spostamenti e le deformazioni del sistema siano sufficientemente piccoli, cosi che siano
assimilabili ai rispettivi sviluppi in serie di Taylor arrestati alle componenti del primo ordine,
e che sia lecito imporre I'equilibrio nella configurazione indeformata (teoria del primo
ordine);

e i carichi F e t varino nel tempo in modo sufficientemente lento, cosi che siano assenti
apprezzabili effetti inerziali (teoria quasi-statica);

il sistema sia costituito da materiale elasto-plastico con elasticita lineare e con legge di

scorrimento in generale non associata.

Sono altresi note le condizioni al contorno ed iniziali e si vuole determinare la risposta del

sistema, la quale & esprimibile nei termini di un campo di sforzi ¢ (x), un campo di
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deformazioni totali € (x), un campo di spostamenti u (x), un campo di variabili interne di natura
statica X (x) e cinematican (x). Gli ultimi due campi descrivono I'evoluzione dei fenomeni che

avvengono nel materiale come conseguenza di riarrangiamenti della microstruttura dello stesso.

1.2.2 Equazioni governanti

Il campo di sforzi o (x) € in equilibrio con i carichi F (x) e t (x). Le equazioni indefinite di
equilibrio impongono che risulti
C'o(x)+F(x)=0 Ox 0Q (1.2)
mentre le condizioni al contorno di equilibrio impongono che sia
N(x)o(x) =t(x) Ox O, (1.3
Il campo delle deformazioni € (x) & congruente con il campo degli spostamenti u (x). Le
equazioni indefinite di congruenza impongono che risulti
€(x) = Cu(x) Ox 0Q (1.4)
mentre le condizioni al contorno di congruenza impongono che sia
u(x) =0 Ox O, (1.5)
Si suppone che le deformazioni totali € (x) siano esprimibili come somma di una
componente elastica €%(x) e di una plastica €°(x) (additivita delle deformazioni elastiche e
plastiche):
e(x) =¢€°(x) +e?(x) Ox 0Q (1.6)
Il modello costitutivo che si assume per il materiale impone che sia possibile definire un
funzionale H, detto energia libera di Helmoltz, cosi definito
H:=U(E)+V(n) (1.7)
essendo U un funzionale convesso e definito positivo delle deformazioni elastiche €°, detto
energia di deformazione elastica, }J” un funzionale convesso delle variabili interne cinematiche
n, detto energia di deformazione accumulata.

Si assume che risulti

* Sebbene questa ipotesi sia facilmente rimovibile, non si estendera la teoria al caso di spostamenti non nulli sul
contorno, al fine di non appesantire la notazione e tenuto conto del fatto che tale estensione non introdurrebbe
elementi di particolare rilievo dal punto di vista teorico.
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()':aH:aU X:a_H:a_V (18)
oe¢ 0g° on 0dn

Le precedenti stabiliscono del legami di coniugio di natura termodinamica tra le coppie di
variabili che vi compaiono.

Nel caso in cui l'energia di deformazione elastica sia una forma quadratica delle
deformazioni elastiche, gli sforzi sono funzione lineare di queste ultime (caso di legame elastico

lineare):
1 o ; ou ; »
U=§s (x)D(x)e*(x) O G(X):E:D(x)s (x) =D(x)(e(x) -£?(x)) Ox0Q (1.9)

Si definisce funzione di dissipazione intrinseca la seguente espressione:
D(g?,n) := [(a”e” X" N)dQ (1.10)
Q

L'integrale nel tempo della (1.9) esprime I' energia dissipata nei processi di plasticizzazione:
t
D(t) 2= [ D€ N)dr (1.11)
0

Per ogni modo plastico a si definisce una funzione, detta di snervamento, che esprime la
“distanza” dello stato individuato da o e x dalla condizione di snervamento, in cui € possibile
lo sviluppo di deformazioni plastiche:

$,=0,(0(x),x(x))<0 Oa=1,...,y,0x 0Q (1.12)
Le funzioni di snervamento sono non positive per definizione e la condizione di snervamento e
raggiunta quando almeno una di tali funzioni e nulla. In generale si hanno y modi plastici e si
raccolgono le corrispondenti funzioni di snervamento in un’ unica funzione vettoriale:
¢.(0(x),x(x))
b =¢(o(x),x(x)) = : <0 Ox 0Q (1.13)
¢,(0(x),x(x))
Si richiede alle funzioni di snervamento di essere funzioni continue e convesse di o e X.

In corrispondenza di ciascun modo plastico si definisce anche una funzione, detta potenziale

plastico, e che si esprime nella forma

o, =, (0o(x),X(x)) Ua=1...,y,0x 0Q (1.14)
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Come per le funzioni di snervamento, anche i potenziali plastici s raccolgono in un unico
vettore:
®,(0(x),X(x))
® = d(o(x),x(x)) = : Ox 0Q (1.15)
@, (o(x),X(x))

Si richiede ai potenziali plastici di essere funzioni differenziabili atratti e convesse di o e .

Quando un punto del materiale raggiunge la condizione di snervamento, & possibile che un
incremento dei carichi provochi lo sviluppo di deformazioni plastiche in tale punto
(I'alternativa essendo uno scarico elastico oppure il permanere in una condizione di soglia tra il
comportamento puramente elastico e quello elastoplastico, senza che si abbiano
plasticizzazioni). Se questo ¢ il caso, le funzioni che esprimono le deformazioni plastiche e le
variabili interne cinematiche risultano incrementate secondo le seguenti espressioni:

0P’ . oy 00T
5 ) n(x) = o A (x) Ox 0Q (1.16)

€7 (x) =

essendo A (x) un vettore che raccoglie gli y scalari A4 (x), detti moltiplicatori plastici, ciascuno
associato ad un modo plastico, le cui derivate rispetto alla variabile temporale® esprimono
I'entita degli incrementi delle plasticizzazioni:
o /.]1(")
A=A(x)=| : |20 Ox 0Q (1.17)
A, (x)
Il vincolo di non negativita sugli incrementi dei moltiplicatori plastici traduce I irreversibilita
delle deformazioni plastiche.
| potenziali plastici devono la denominazione al fatto che (come unico loro ruolo) i loro
gradienti rispetto a o e X forniscono la direzione del vettore degli incrementi delle
deformazioni plastiche e di quello delle variabili interne cinematiche, rispettivamente. Poiche si
e imposto ai potenziali plastici di essere solo differenziabili a tratti, il concetto di gradiente

potrebbe non avere senso nei punti degli spazi o e X, rispettivamente, in cui si congiungono le

8 Deve intenders con tale termine un eemento ordinatore degli eventi, come ad esempio, ma non
necessariamente, il tempo fisico.
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falde della superficie da definita, qualora tale raccordo avvenga in modo non regolare
(superficie non liscia). Il problema é risolto introducendo il concetto di “subgradiente”, nel qual
caso le (1.16) si scrivono

£ (x) 0[0,®" | (x) n(x) 0-0,®" A(x) Ox 0Q (1.18)
cio che significa che il vettore delle deformazioni plastiche incrementali e quello degli
incrementi delle variabili interne cinematiche appartengono al cono individuato dai gradienti
alle falde della superficie dei potenziali plastici che si incontrano nel punto x. Nel seguito si
utilizzera sempre, salvo diversamente indicato, la piu semplice notazione delle (1.16),
rimanendo comunque sottinteso che anche il caso (1.18) & suscettibile di essere trattato
analiticamente, anche se facendo ricorso ad una teoria matematica piu complessa (“ non smooth
mathematics”™).

Le (1.16) (e le (1.18)) sono note come legge di scorrimento. Nel caso in cui le funzioni di
snervamento ed i potenziali plastici coincidano (si abbia cioe ¢4(x) = ®P4(x) Ha=1,...,y), si dice
che la legge di scorrimento € associata e vale la legge di normalita. Nel caso generale in cui
superfici di snervamento e potenziali plastici siano distinti si parla di legge non associata e,
qualora si sovrappongano gli spazi delle variabili o e €, le deformazioni plastiche incrementali
non sono ortogonali alle superfici di snervamento.

Da quanto detto risulta evidente che, qualora sia ®4(x)<0 strettamente, non trovandosi il

punto x in condizioni di snervamento relativamente al modo plastico a, il corrispondente
moltiplicatore plastico incrementale deve essere nullo in x, ovvero )\a(x) =0. Viceversa si puo
anche argomentare che, qualora sia )\a(x) >0 strettamente, la corrispondente funzione di

snervamento deve essere necessariamente nulla in x, ovvero ®,(x)=0. In ogni modo si ha

necessariamente, in ogni istante,
$,(x)A,(x)=0 Oa=1...,y,0x0Q (1.19)

e quindi anche

o’ (x)A(x) = iqﬁa(x))a(x) =0 Ox 0O (1.20)
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Si fa presente che non solo la (1.19) implica la (1.20), ma, tenuto conto del vincoli di segno
delle funzioni di snervamento e dei moltiplicatori plastici, il prodotto dJu(x))\a(x) non puo

essere negativo e vale pertanto anche I'implicazione inversa, cosi che le suddette equazioni
sono tra loro equivalenti. Ci si riferisce alla (1.13), (1.17), (1.20) con la denominazione di
relazioni di complementarita.

Di seguito si richiamano sinteticamente le equazioni governanti il problema elastoplastico

precedentemente illustrate nel dettaglio.

CONGRUENZA
Equazioni indefinite
€(x) = Cu(x) Ox 0Q
Equazioni al contorno
u(x) =0 Ux Ar,
EQUILIBRIO
Equazioni indefinite
C'o(x)+F(x)=0 Ox 0OQ
Equazioni al contorno
N(x)o(x) =t(x) Ox O,
LEGAME COSTITUTIVO
Additivita delle deformazioni
e(x) =¢€°(x) +e?(x) Ox 0Q
Legame elastico lineare
o(x) = ZTU; = D(x)e° (x) Ox 0Q
Variabili interne
X(x) = ag_f]ﬂ) Ox 0Q
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Leggi di scorrimento

é”(x)=a¢T f\(x) Ox OQ
0o
N _OGJT \ (x X
n(x) = ox A(x) Ox 0Q
Relazioni di complementarita
d(0(x),X(x))< 0 o7 (o(x),X(x))A(x) =0 Ax)=0 Ox 0O

1.3 Introduzione ai materiali bifase

La teoria della plasticita esposta nel precedente paragrafo trova la sua applicazione naturale
nella descrizione del comportamento meccanico dei materiali metallici, i quali esibiscono una
notevole duttilita in seguito all'esaurimento delle risorse elastiche. A volte sono tuttavia
descritti con tali leggi anche materiali che, come ad esempio le terre, richiedono una notevole
idealizzazione per essere assimilati ad elastoplastici. Poiché i risultati in questo modo dedotti
sono generalmente apprezzabili dal punto di vista ingegneristico, sono state proposte delle
estensioni alla teoria della plasticita al fine di meglio modellare classi di materiali pit complesse
ed ampie.

In particolare la teoria della poroplasticita permette di estendere i classici concetti della
plasticita a materiali bifase, ovvero costituiti da uno scheletro poroso di materiale
elastoplastico (fase solida) e da un fluido comprimibile (fase fluida) libero di muoversi nei pori.
Le applicazioni principali che richiedono tali materiali sono di natura strutturale (studio del
comportamento meccanico di dighe in muratura), biomeccanica (studio del comportamento
meccanico di tessuti ossei e midolli), geotecnica (consolidazione di terreni ovvero la
progressiva stabilizzazione del suolo sotto un carico superficiale; subsidenza di terreni in
seguito all'estrazione di idrocarburi o al prelevamento di acqua da falda; frattura idraulica di
terreni).

Il materiale bifase viene modellato come la sovrapposizione di due mezzi continui

rappresentanti lo scheletro solido ed il fluido. Le variabili del modello vengono mediate su di
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un elemento rappresentativo di volume (VR) di dimensioni sufficientemente piccole da poters
considerare omogeneo (v. Fig. 1.4) e sufficientemente grandi rispetto alle dimensioni tipiche
dei pori o delle fratture diffuse interpretate come porosita. Le medie sul VR sono pertanto

assimilate ai valori puntuali delle grandezze del materiale bifase.

\iVela
= b@ %Q +
0%

- Mezzo bifase Fase solida Fase fluida

Fig. 1.4 Volume rappresentativo di un mezzo continuo bifase

Rispetto alla teoria della plasticita, e necessario introdurre delle variabili che tengano conto
della presenza del fluido. Precisamente si definisce una variabile scalare intensiva p(x), che
misura la pressione del fluido ed esprime lo stato di sforzo (supposto idrostatico) in esso
presente. La pressione risulta essere coniugata nel lavoro ad una variabile scalare
“deformativa” ¢ (x), che misura la variazione di contenuto di fluido ed & definita come il
rapporto tra la massa di fluido che transita per il VR ed il prodotto del volume del VR stesso
per la densita di riferimento del fluido (¢ adimensionale, assunta positiva nel caso di accumulo
di fluido nel VR). Si ha pertanto la seguente espressione del lavoro incrementale associato agli
incrementi di deformazione d¢; e d{ :

dW =0, de, + pdd (1.21)

I moto del fluido e descritto dalla variabile vettoriale cinematica ¢;, detta flusso del fluido e
definita come il volume di fluido che attraversa ortogonalmente I'area unitaria nell’ unita di
tempo ([¢]=[/7']). Il problema si presenta in generale accoppiato nelle variabili
precedentemente introdotte, nel senso che la risposta ad assegnate sollecitazioni dello scheletro
solido e del fluido interstiziale non sono determinabili indipendentemente.

Cosi come la fase solida sviluppa plasticizzazioni dopo che gli sforzi hanno raggiunto una

intensita critica definita dal particolare criterio di snervamento, si assume che anche la fase
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fluida sia coinvolta in fenomeni di natura irreversibile. Precisamente, S suppone che parte del
fluido rimanga intrappolato nello scheletro solido dopo il raggiungimento da parte dello stato
tensionale di uno stato critico definito da un criterio di “snervamento” formulato in termini di
tutte le variabili statiche. Dal punto di vista fisico cio & dovuto all' interazione della fase fluida
con lo scheletro solido il quale, non essendo illimitatamente elastico, non é in grado di espellere
(richiamare) tutto il fluido entrato (uscito) una volta che siano state rimosse le cause che ne
hanno provocato I'accumulazione (la fuoriuscita). Nel seguito si intendera genericamente con il

termine “snervamento” lo sviluppo di componenti permanenti, indicate con apice ” (¢7 e {”) e
distinte da quelle reversibili con la rimozione dei carichi, indicate con apice ° (&; e ).

Si assume che le variabili deformative reversibili siano legate a quelle statiche da un legame
di natura lineare e reversibile che generalizza al contesto poroelastico il modello costitutivo
elastico, nell'ipotesi di considerare anche la compressibilita del fluido. Allo scopo, nell' ipotesi
di isotropia, e necessario introdurre due parametri caratteristici del materiale che portano a
quattro il computo totale dei parametri indipendenti. Ad esempio, nel seguito si sono utilizzati,
oltre al modulo di taglio del materiale GG ed al coefficiente di Poisson drenato v, il modulo di

Biot M ed il coefficiente degli sforzi efficaci di Biot a ([0, 1].

Le ipotesi fondamentali della teoria adottate nel seguito sono le seguenti:
* piccole deformazioni e piccoli spostamenti
 assenza di fenomeni inerziali (processi “quasi-statici”)
* isotropia
» saturazione completa (si assume implicitamente che le variazioni di { e p siano tali da

mantenere positivi i valori totali)

La letteratura tecnico scientifica accumulatasi dai lavori di Terzaghi, Biot e altri negli anni
Trenta fino ai nostri giorni € sintetizzata in recenti trattati (Coussy [27], Lewis e Schreffler
[47]) ed in varie surveys (Detournay e Cheng [29]). La teoria dell’adattamento puo essere
estesa anche al contesto della poroplasticita (v. Cap. 7) ottenendo dei metodi diretti che si

pongono quale alternativa alle piu onerose analisi evolutive poroelastoplastiche.
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1.4 Organizzazione della tesi

Lates s sviluppa come di seguito.

Inizialmente (Cap. 2) s introduce la discretizzazione di problemi continui mediante la
tecnica delle variabili generalizzate nel senso di Prager, le quali permettono di sviluppare la
successiva teoria in termini discreti. Si forniscono alcuni esempi di modellazioni che risultano
particolarmente adatti alla discretizzazione di problemi elastoplastici, in quanto permettono di
estendere alla formulazione discreta tutte le proprieta essenziali del problema continuo, in una
veste che, nonostante sia espressa in termini di operatori non differenziali, presenta analogie
formali con le equazioni differenziali che reggono quest’ ultimo.

Nel Cap. 3, si espongono i risultati fondamentali della teoria dell’adattamento per sistemi
elastoplastici con incrudimento positivo o nullo (non softening) e leggi di scorrimento in
generale non associate. La teoria si incentra sui due teoremi statico e cinematico, il quale
ultimo viene esposto, oltre che nella versione “classica”, anche in una forma che risulta
particolarmente comoda nello sviluppo di metodi diretti all’analisi di adattamento, in seguito
all' eliminazione della dipendenza dalla variabile temporale. Si mostra inoltre come sia possibile
dedurre come caso particolare i teoremi dell’analisi limite (teorema statico e cinematico del
calcolo a rottura) da quelli dell'adattamento. In App. A si possono ritrovare le nozioni
matematiche fondamentali di analisi convessa di cui si é fatto uso.

Nel Cap. 4 si discute come sia possibile ricondurre il problema della determinazione del
coefficiente di sicurezza alla soluzione di problemi di programmazione matematica (di cui si
richiamano le nozioni fondamentali in App. A) che si dividono in due classi facenti capo ai due
teoremi statico e cinematico dell’ adattamento. Si mostra come sia possibile con un metodo
detto dualizzazione, mediante considerazioni di natura esclusivamente matematica, ottenere
dai problemi di programmazione originati dal teorema statico (approccio statico in
programmazione matematica) dei nuovi problemi che [I'interpretazione meccanica mostra
coincidere con quelli originati dal teorema cinematico (approccio cinematico in
programmazione matematica). In App. B si mostra come sia possibile un’analoga dualizzazione
anche nel molto pit complesso contesto dei problemi variazionali vincolati, cui si deve fare

riferimento qualora si affronti un problema continuo anziché discreto o discretizzato.
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Nel Cap. 5 s sviluppa un algoritmo risolutive (algoritmo a) per I'approccio cinematico in
programmazione matematica valido nel caso di materiale elastico-perfettamente plastico con
criterio di snervamento di Huber-Hencky-von Mises. La caratteristica fondamentale di tale
algoritmo € ['utilizzo della tecnica di penalizzazione per I'imposizione del vincolo di
incompressibilita plastica. Si adducono delle argomentazioni che, nonostante siano lungi dal
dimostrarla rigorosamente, tuttavia giustificano a livello qualitativo la convergenza
dell’ algoritmo, riscontrata empiricamente. Si e inoltre esteso I'algoritmo al piu generale criterio
di Drucker-Prager (algoritmo ) e al caso di condizioni di periodicita, cio che risulta di
interesse nell'analisi di adattamento condotta sul volume rappresentativo di materiali compositi
eterogenei con microstruttura periodica. In App. E si riportano i listati dei programmi scritti
per implementare i due algoritmi a e 3. Le informazioni essenziali concernenti i criteri di
snervamento utilizzati possono essere ritrovate in App. D.

Nel Cap. 6 si eseguono dei test numerici mediante gli algoritmi a e 3 assumendo quale
termine di confronto i risultati di analisi evolutive elastoplastiche. Quando possibile si
confrontano i risultati ottenuti con soluzioni analitiche al problema in questione. Dalle analisi
numeriche emerge che i due algoritmi per il metodo diretto, che si comportano in modo
soddisfacente e senza manifestare problemi particolari nel caso di problemi di piccola mole
(dell'ordine del centinaio di variabili), sono tuttavia soggetti ad una forte dipendenza dal
parametro di penalizzazione, la cui scelta si rivela decisamente critica. Sembra tuttavia che sia
possibile una scelta univoca di tale parametro per affrontare problemi diversi relativi pero al
medesimo tipo di sistemi meccanici.

Nel Cap. 7 si introduce la teoria dell’adattamento relativa ai materiali bifase con
comportamento poroelastoplastico e, in tale contesto, si sviluppano delle tecniche di
delimitazione delle grandezze meccaniche in fase post-adattamento. Tali tecniche richiedono
la soluzione di problemi di programmazione matematica e, nel caso di un semplice esempio,
sono confrontate con i risultati che e possibile ottenere, con un impegno computazionale
notevolmente maggiore, mediante analisi evolutive poroelastoplastiche. In App. E si riporta il
listato del programma scritto per implementare le tecniche di delimitazione basate sui metodi

diretti.
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Nel Cap. 8 si estende la teoria dell’adattamento a materiali bifase con fase solida
genericamente elastoplastica e danneggiante, giungendo ad ottenere un teorema che estende
il classico teorema statico al contesto sopra definito. Tale teorema si basa su una opportuna
ipotesi di stabilita del materiale di non immediata interpretazione fisica. Si mettono in luce
infine le difficolta computazionali che vengono introdotte dal danneggiamento e che rendono
arduo lo sviluppo di algoritmi risolutivi a partire dal teorema dimostrato.

Nel Cap.9 si traggono infine le conclusioni e si delinea il quadro dei possibili sviluppi futuri

della teoria dell’ adattamento.
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